MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1.- Calcular, si es posible, los productos AB y BA

5

(5 )
A=(1 2 4),B:L3J

0

2.- Comprobar que la matriz

(4 2)

1 3)

verifica la ecuacion X2 —7X +10l, =0,, siendo O, € M, la matriz nula.

3.- Calcular una matriz C ¢ M2 tal que AC = B, siendo A:L J y B :L J .
2 1 6 3

( )
4.- Hallar todas las matrices que conmuten con la matriz A:L (1) 1 J .

5.- Dada A:(g ;j

a) Calcular 3A'A-2l,

( )
b) Resolver la ecuacion AX =L 2 2 J .

(a —p )
6.- Sea A:L Z b J con a,beR. Determinar las condiciones que han de cumplir los
a

parametros a y b para que la matriz A sea:
a) Regular.

b) Simétrica.
7.- Determinar todas las matrices Ae M, tales que A2 =0, .

8.- Hallar las matrices A€ M., tales que:

(1) (2 a) 3 2)°
P32 JAL3—1JL5—3J
(9 1) (1)
25125 1)



9.- Dada A€ M, probar que las matrices B = AA y C= AA! son matrices simétricas.

10.- Una matriz Ace M, se dice idempotente si A% = A. Probar que si AeM_ es

idempotente se tiene:

a) B=1_ - A esidempotente.

b) AB=BA= 0,.conB la matriz del apartado a).

11.- Demostrar que si AeM_  es regular, entonces Al es también regular. Calcular

¢)-

12.- Sean A,B,CeM_. Si A es regular y AB = AC demostrar que entonces B=C. Si A es

singular y AB = AC, ¢(deducimos entonces que B = C?. Razonar la respuesta.

13.- Determinar si son verdaderas o falsas las siguientes cuestiones:

a) El producto de matrices triangulares es triangular.

b) Si AeM_ es tal que A4:0n:>A:0n.

c) AeM_= A'A=AA".

d) Sean ABeM_ tales que AB=0 = A=0,0B=0_.

e) Sean A,Be M, regulares, entonces A+B es regular.

14.- Sean A,BeM_siAB=AyBA =B, entonces A=Ay B°=B.

15.- Calcular:

a)

d)

3
2

w

O R 01l W

2
1
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N w b~ P

o b~ O

a N o g

MNP WO

b)

e)

0O a b
a 0 c c)
b ¢ O
-1 1 1 1
1 -1 1 1
1 1 -1 1 D
1 1 1 -1

o b

N

1 3
2 5
0 -2
1 1 1
-1 1 1
1 -1 1
1 1 -1
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16.- Resolver la ecuacion



17.- Demostrar que:

X Yy X+Yy
a) y X+Yy X = —2(x3 +y3)
X+Yy X Yy
1+X 1 1 1
b) 1 1-X 1 1 — X222
1 1 1+2z 1
1 1 1 1-z
( 2 4 1 )
18.-Sea A=| 6 -3 2 | calcular ‘A—/?,IS‘, con 1eR.
4 1 3
Xy z X y z
19.- Sabiendoque | 3 O 2 |=1 obtenerelvalorde | 3x+3 3y 3z+2
111 X+4 y+4 z+4

20.- Sean A,BeM, con |A|=3, |B|=-2. Calcular:

a) |2A].
1

b) IEBI'

c) |BA!].

d) 1(BA].

e) |(B'A'B)].

21.- Sean A,BeM_ tales que AB es regular. Probar que entonces A y B son regulares.

22.- Sea AeM_ tal que AM = I,, para algin m e N, probar que entonces A es regular.

Calcular AL,

( 11 1 ) ( 1 2 -1 )
23.- Dadas las matrices P:L 10 1J y B=| O -3 1 |, calcular la matriz A que
011 2 0 1

verifica P"1AP = B.



24.- Dadas A,Be M, yte R, verificar que:
a) Si A#B podemos encontrar C € M, tal que CA=CB.
b) (A+B)? =A% +2AB+B? < AB=BA.
c) (A+B)(A-B)=A%2-B? ©AB=BA.
d) La matriz A+ Al es simétrica.

e) |tA|=t"|A].
f) JAB>|A+B|#|A|+]|B].

g) Si A regular |A_1|=| A|_1.

25.- Estudiar si las siguientes matrices son inversibles. En caso afirmativo calcular la

matriz inversa.

(01 2) 120) 11 1) (03 1)
A:LZBOJ B = ozoJ C = 011J D=| -3 0 -2
45 7 02 1 001 12 0
(1 1 3) 1001) 2 11 1)
E_Lo 4_2J F = 2;18 c=| 0 010
2 1 11
2 6 -8 0101 00 0 1

26.- Estudiar la existencia de la matriz inversa segun los valores de meR . Calcular la

matriz inversa en los casos que sea posible.

(m -1 0\ (ml—l\ (m 1 1\
A:t 1 m-1 1J B=| 1 2 1 C:L 1 m lJ
1 0 1 1 3 -1 1 1 m

27.- Estudiar para que valores del parametro me R, las siguientes matrices no tienen

inversa.
((o_ )
acl1-m 2 ) B:(_m 5 C- 21m 1—3m 411
L 3 2—mJ L23—mJ 0 1 1-m
(m 9 4\ ( 1 1 1 )
D=t4 m —1J Ez{ m 1 0 J
77 7 -1 3 m-1



28.- Calcular el rango de las siguientes matrices:

(2 2 —4)
L—13 4J
1 2 -3
(2 43 a4
1 20 -2
3 63 -6
> 4 2 -4
11 2 1)
20 1 3
11 21
32 12

N o PR P

(2 0 3)
B=L410J
10 1 5
1 21
0 12
E=| 1 2 0
2 1 3
3 2 2
(02 1
HLlO—l
04 2

a Mk EDN

A DNDN

N—

(2 1 01 3)
c_| 1 0123
3 -1 -1 3 6
5 2 -1 4 9
(1 2 3
s 111

3 3 5

03 4
(1 2
|={01J

10

29.- Calcular segun los valores del parAmetro a, el rango de las siguientes matrices:

(11 o01)
32 -13
a3 -2 0
10 -4 3

B =

(1 1 4_1\
a 1 11
1 -1 30
4 2 0 a

|

)

2
3
a

=

g NP
PP

30.- Resolver, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a)

d)

9)

1)

X+y—-z=3
5x-y+2z=5
-3X+3y-4z=1

X+y+z=4
2X+5y -2z=3

X+2y+z=0
2x+y =0
3X+y-z=0

X+y+5t=0
X+z+6t=0
y+z+7t=0
X+y+2z+13t=0

b)

h)

X+2y =5
X-3y =-5
3X+y =5

X+y+2z+t=3
X+3z=5
3x+y+8z+t=1

X+y+2z+t=5
2X+3y-z-2t=2
4X +5y +3z=7

c)

f

X+y-2z+t+3s=1
2X -y +22+2t+6s=2
3X+2y-4z-3t-95=3

X+y+z+t=0
X+3y+2z2+4t=0
2x+z-t=0

X-y=0
y+z=1
X+z=0
y-z=1



31.- Discutir segun los valores del pardmetro m y resolver, cuando sea posible, los

siguientes sistemas:

mx+y-z=1 X+y+z=m mx+y+z=1
a) X+2y+z=2 b) x+@+m)y+z=2m| c¢) X+my+z=m
X+3y-z=0 X+y+z=4 X +Yy +mz = m?
mx+y+z=m mx+y+z=1 3Xx+2y-z=8
d x+my+z=1 e) XxX+my+z=1 f) 5x+4y+5z=14
X+y+mz=1 X+y+mz=1 Ax+3y+mz =11
X+my—-z=0 mx+y+3z=3 X—-2y+z=-1
g) 2x-3y-2z=0 h) X-y-2=0 ) X+y+3z=4
X+2y+z=0 5x -3y -2z2=6 5x-y+mz =10

4AX +2y +72 =mx
j) 2X+4y+2z=my
2X+4y +8z=mz

32.- Discutir y resolver cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones segun

los valores de los pardmetros a y b:

ax+y=a+2 -X+2y-2z2=0 ax+by+z=1
a) 3y =6 b) 2X—-y+az=>b c) X+aby+z=Db
bx+z=b+3 2x -2y +3z=1+b X+by+az=1
a’x+b’y+z=a>-b%+1 X+ax =b 2x+ay+z=7
d ax+by+z = a’-b+1 e) ax+by=>b ) x+tay+z+t=>b
X+2ay +t=-1
X+y+z=a ax+ay=>b
bx+ay=»b
(1 1 m )
33.- Dada la matriz A:[ 3 2 4mJ con meR:
21 3

a) ¢Para que valores del parametro m, es la matriz A inversible?.

b) Resolver el sistema lineal AX = O3 utilizando el apartado anterior.

1 a 1\[x\(1

34.- Considerar el sistema lineal { a 1 l1+a Jt Yy J =L 2a J con aeR.

2+4a 1+2a 4+a 7 3+2a

a) Discutir en funcion del parametro a el sistema anterior.

b) Calcular, cuando sea posible, sus soluciones.



( 1 «o ) X O
35.- Considerar el sistema lineal L a 1 J y { 1 J con «a < R. Discutir el
2 2« 1+20( z (o4
sistema anterior y resolverlo cuando sea posible.
(1 a0 0 ) [a) (x|
36.- Considerar las matrices A:t alao 1—aJ, B=| a2 y X= y , con a un
001 O a3 z
t

parametro real.
a) Discutir en funcién de a el sistema AX =B.

b) En los casos que sea posible, calcular las soluciones de AX =B.

37.- En un mercado con competencia perfecta las funciones de oferta y demanda de los

bienes estan dadas por:

Qg =10-2P, +4P, Q,y =10+5P, -3P,
Q, =20+3P, - 2P, Q,, =30-7P, +5P,
Donde Qid es la cantidad demandada de bien i, QiS es la cantidad ofertada de bien iy Pi

es el precio de mercado del bien i, para i=1,2. Calcular los precios para los que el
mercado esta en equilibrio y la cantidad demanda y ofertada de cada bien en esta

situacion.

38.- La condicién de equilibrio para el precio de tres bienes en un mercado queda

determinado por la siguiente condicién:

11P, -P,-P, =31
P, + 6P, —2P, =26

P, -2P,+7P;, =24
Siendo PPy PR los precios de estos tres bienes. Calcular el precio de equilibrio de
cada bien.

39.- Para la construccion de un almacén se necesita una unidad de hierro y ninguna de
madera. Para la construccion de un piso se necesita una unidad de cada material y para la
construcciéon de una torre se necesitan 4 unidades de hierro y una de madera. Si
poseemos una reserva de 14 unidades de hierro y 4 de madera, se pregunta:

a) ¢Cuantos almacenes, pisos y torres podemos construir de forma que utilicemos

todas las reservas?



b) Sabiendo que el precio de un almacén es de 1.200.000 €, el de un piso 400.000€
y el de una torre 800.000€, ;hay alguna combinacion que cueste 7.200.000€?

40.- Halla un nimero de tres cifras sabiendo que éstas suman 9, que si al nimero dado
se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la diferencia es 198, y que la

cifra de las decenas es la media aritmética de las otras dos.

41.- Dos amigos invierten 20.000€ cada uno. El primero coloca una cantidad A al 4% de
interés, una cantidad B al 5% de interés y el resto al 6%. El otro invierte la misma
cantidad A al 5%, la B al 6% y el resto al 4%. Determina las cantidades A, B y C sabiendo

que el primero obtiene unos intereses de 1.050€ y el segundo de 950€.

42.- Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10€, 20€ y 50€ y un total de 2.000€. Si
el nimero de billetes de 10€ es el doble que el numero de billetes de 20€, calcular

cuantos billetes hay de cada tipo.

43.- Se dispone de tres cajas A, B, C con monedas de 1€. Se sabe que en total hay 36€.
El numero de monedas de A excede en 2 a la suma de las monedas de las otras dos
cajas. Si se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A, ésta tendra el doble de monedas

que B. Averigua cuantas monedas habia en cada caja.

44 .- Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de
euros. Vendiéndolos, espera obtener de ellos ganancias del 20%, del 50% y del 25%,
respectivamente, con lo que su beneficio seria de 600.000€. Pero consigue mas, pues con
la venta obtiene ganancias del 80%, 90% y 85% respectivamente, lo que le da un

beneficio total de 1,7 millones de euros. ;Cuanto le costé cada objeto?

45.- Una empresa dispone de 27.200 euros para actividades de formacion de sus cien
empleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, B, C. La subvencién por persona para el curso A es de 400€,
para el curso B es de 160€ y de 200€ para el curso C. Si la cantidad que se dedica al
curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, ¢(cuantos empleados siguen

cada curso?

46.- Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fabrica abastece a 3 tiendas que
demandan toda la produccién. En una cierta semana, la primera tienda solicitd tantas
unidades como la segunda y la tercera juntas, mientras que la segunda tienda pidié un
20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera tienda mas la tercera parte

de lo pedido por la tercera. {Qué cantidad solicité cada una?



47.- Una inversionista le afirma a su corredor de bolsa que sus acciones son de tres
compafias: Delta Airlines, Hilton Hotels y McDonald’s y que hace 2 dias su valor bajé
350€ pero que ayer aumentd 600€. El corredor recuerda que hace dos dias el precio de
las acciones de Delta Airlines bajo 1€ por acciéon y el de las de Hilton Hotels bajaron 1.5€,
pero el precio de las acciones de McDonald’s subié 0.5€. También recuerda que ayer el
precio de las acciones de Delta subi6é 1.5€ por accién, el de las de Hilton Hotels bajé otros
0.5€ por accién y las de McDonald’s subieron 1€. Demuestre que el corredor no tiene
suficiente informacién para calcular el nimero de acciones que posee la inversionista en
cada compafiia, pero que si ella dice que tiene 200 acciones de McDonald’s, el corredor

puede calcular el nimero de acciones que tiene en Delta y Hilton.

10



CONJUNTO R"

1.- Considerar los vectoresu = (1, -3,2)yv = (2, -1, 1) de R3:
a) Escribir, si es posible, los vectores (1, 7, -4) y (2, -5, 4) como combinacién lineal
deuyv.
b) ¢Para qué valores de x es el vector (1, X, 5) una combinacion lineal de u y v?

2.- Los vectores v, = @,1, -1, v, = 2,1,3) vy Vg = G5, 2,10) de R3, ¢son linealmente

independientes? En caso de no serlo hallar la relaciéon de dependencia.

3.- Dados los vectores u, = 2,-1,0), u, = ©0,1,-1) vy Ug = (8,3,1) de R3, estudiar si son
linealmente dependientes o independientes.
4.- Dados los vectores u, = 1,0,-1,0), u, = (2,0,3,-1), Ug = @1,-11) vy u, = 2,1,-2,1)

de ]R4, estudiar si son linealmente independientes. En caso de no serlo hallar la relacion

de dependencia.

5.- Dados los vectores de R?* v1=(1,1,0,m), v2=(3,—l,n,—1) Yy v3=(—3,5,m,—4),

determinar los valores que han de tomar los parametros m y n para que los tres vectores

sean linealmente dependientes.

6.- Seanu=(-1,0,0),v=(1,1,0 yw=(-1, 1, -1) vectores de R3:

a) Demostrar que {u, v, w} es una base de R3.
b) Hallar las coordenadas respecto de esta base del vector cuyas coordenadas
respecto de la base candnica son 1, 0, 2.

c) Hallar las coordenadas respecto de la base candnica del vector a = 3u - v + 5w.

11
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DIAGONALIZACION DE MATRICES CUADRADAS

1.- Sea Acec M, A€R un valor propio de Ay x eR" vector propio de A asociado a A.
Probar que:
a) ol es valor propio de la matriz A para cualquier ¢ € R y X es vector propio de
oA asociado a a4 .
b) AP es valor propio de AP y x es vector propio de AP asociado a AP, con pe N.
c) |A|=0< 4=0 es valor propio de A.
d) Si A es regular entonces 4 # 0, ademas A1 es valor propio de AL y X es vector
propio de AL asociado a A7L.
2.- Sean A,BeM_ matrices semejantes. Probar que:
a) |Al=IBI.
b) AP es semejante a BP para cualquier peN.
c) Si A es regular entonces B es regular y AL es semejante a B~L.
3.- Sea AeM_. Probar que Ay At tienen el mismo polinomio caracteristico.
4.- a) Sean ABe M, matrices regulares. Probar que las matrices AB y BA tienen los

mismos valores propios.

b) Sea Ae M, una matriz idempotente (A2 = A). Probar que A sélo puede tener como

valores propios los valores Oy 1.

5.-

( 1 00 )
Dada la matriz A={ 2 10 J se pide:
3 02

a) Estudiar si 3 es 0 no valor propio de A.
b) ¢Son los vectores (1,1,1) y (0,0,1) vectores propios de A? En caso afirmativo,

buscar el valor propio asociado.

( -1 0O )
6.- Dada la matriz A= 1 2 0 | se pide:
0 -3 1

13



a) Estudiar si el vector (—1%,;) es 0 no un vector propio de la matriz A. En caso

afirmativo determinar el valor propio asociado.

b) Lo mismo para el vector (-1,0,1).

7.- Para cada una de las siguientes matrices indicar razonadamente si es diagonalizable
0 no. Ademas:
a) En caso afirmativo, dar una matriz semejante diagonal y la matriz regular de
paso.
b) En caso negativo, calcular los valores propios y los vectores propios asociados a

cada valor propio.

(03 o) (22 1) (1 -3 3)
ﬁ{14 oJ A=l 212 A3:{3—5 3J
0 2 -2 1 2 2 6 -6 4
10 0) 011 (4 46)
A, = oo—1J A=l 101 Ag=| 3 -4 BJ
0O1 O 11 0 1 -2 3
(2 o0 —2) (24 3) (1 2 —2)
A= -3 -1 2J Ag = —220J Ag=| 2 -1 2J
2 0 -2 3 0 2 2 2 3
1) (3)

8.- Una matriz Ae M, verifica las siguientes condiciones: AL J:L 1 J y (2,-1) es

vector propio de A asociado al valor propio A=-2. Hallar la matriz A indicando si es

diagonalizable o no. En caso afirmativo dar una matriz semejante diagonal D y la matriz

de paso P tal que D = P1AP.

9.- Calcular una matriz A € M; simétrica que verifique: v=(1,-1,0) es vector propio de A,

(o) [ 2)

A{ 0 J :{ 0 J y |A] =0. Calcular A
0 2

( )
10.- Sea A:L ; a ) con a,b e R. Calcular los valores de los parametros a y b para que

el vector (2,-1) sea vector propio de A asociado al valor propio 2.

14



11.- Encontrar una matriz AeM,; de valores propios -1, 1, 2 con vectores propios
asociados (1,0,-1), (-1,1,0), (3,-3,1) respectivamente.

12.- Encontrar una matriz AeM, de valores propios /11 =1 simple y /12 =2 doble con
vectores propios asociados (1,1,0), (1,0,0) respectivamente .

13.- Encontrar una matriz Ae M; con valores propios /21 =-1 doble, /12 =3 simple y con

vectores propios asociados (1,0,2), (-1,0,0) y (0,1,1) respectivamente.

( )
14.- Sea A:L 3 2 J con a,b e R. Calcular los valores de los parametros a y b para que
a

A tenga como valores propios 1y -1. ¢(Es A una matriz diagonalizable?.

(1 0 3)
15.- Considerar la matriz A :{ 3 -2 a J con aeR.
3 01

a) ¢Para qué valores del parametro a 4 =-2 es valor propio de A?.

b) ¢Para qué valores del parametro a es la matriz A diagonalizable?.

(o) [ o)
16.- Determinar una matriz Ae M, tal que AL 1 J:{ 3 J Yy que sus vectores propios
1 1

sean los vectores de R3 no nulos de los conjuntos {(x,y,z)eR3|x:z},

{(x,y,z)eR3|x+y:0,z=0}.

17.- La matriz Azt b 2 qJ admite como vectores propios (-1,-1,0), (1,0,-2) vy
c -1 r

(0,-1,1) asociados a los valores propios 3, 0 y 3/2 respectivamente. Se pide:

a) Hallar los elementos desconocidos de A.

b) ¢Es A diagonalizable?. En caso afirmativo, diagonalizarla.

(1 00 o)
18.- Considerar la matriz A= -1 01 -
O 1 2 0
0O -1 1 1

a) Hallar sus valores y vectores propios. ¢(Es A diagonalizable?.

15



b) Comprobar que se cumple que el determinante de la matriz A es el producto de

sus valores propios.

( 2 2 1 ) ( 2 1 )
19.- Comprobar que las matrices A:t 1 31 J y B= 0O 2 -1 | tienen los mismos
122 -3 2 3

valores propios pero sin embargo no son semejantes.

20.- Calcular A9 Y, en general, Ak, con k e N, para la matriz A:L 0 J .
1 -1

21.- Calcular AX con keN impar para la matriz A :L

22.- Calcular A" VneN en cada uno de los siguientes casos:
(1 0o0) (2 1 3)
a) A=l 0 -1 0 b) A=l 0 1
0O 0 2 O O 3
23.- Determinar para qué valores de los parametros b,c € R las siguientes matrices son

diagonalizables. En los casos que lo sea, encontrar una matriz diagonal semejante a la

dada.

( 5 0O ) ( b c O 3 ( 1 -2 7 )
A= 0 -10Db A, :L 010 J A;= 0 1 b
3 0 c 0 0 2 0O 0 1
24.- Para cada una de las siguientes matrices A i=1,2,3, encontrar si es posible una

matriz regular P y una matriz diagonal D de forma que D = P‘lAiP .

(—2 0 0\ (111\\ (20 1\\
A= 0 -2 -1 AZ:L:LllJ A3={030J
0O -1 -2 111 1 0 2

16



1.-

FORMAS CUADRATICAS

Dada la forma cuadratica Q(X,Yy, z)= 2x2 —y2 +2xz, encontrar la expresion

matricial que se obtiene al realizar el cambio de variables x=2x"-y'-z', y=-y'+2z"',

zZ=2X'+y".

2.-

Considerar la forma cuadréatica Q(x) de matriz asociada

(1 1 o) (3 2 4) (11 1) (2 0o o)
A=l 1 -2 1 A2={202J A3=L111J A,=| 0 -2 1
0O 1 -1 4 2 3 111 o 1 -2

Se pide:

a) Expresar Q(x) en forma polinébmica.
b) Encontrar, por el método de valores propios, una expresion diagonal para Q(x).

¢) Clasificar Q(x).
Considerar la forma cuadrética Q(x) de matriz asociada

(1 00) (0 -11) (3 2 4)
Ai{OZZJ A=l -1 10 A3={202J

0 2 2 1 0 1 4 2 3

Se pide:
a) Expresar Q(x) en forma polindmica.
b) Encontrar, por formacién de cuadrados, una expresion diagonal para Q(X).
c) Clasificar Q(x).
Para la forma cuadratica Q(X, y, z) = 2x2 + 5y2 +52°% + 4xy — 4xz — 8yz se pide:
a) Encontrar una expresion diagonal para Q.
b) Clasificar Q.

Para cada una de las siguientes matrices, se pide:
a) Encontrar una matriz diagonal congruente con la matriz dada.

b) Clasificar la forma cuadratica que representa.

(21 2) (41 1)

2
TS S CE Y S
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7 .-

8.-

(5 2 0 -1)
Aol 2201
0 0 1 -2
11 -2 2

1 0 1
-1 0 1
0O 2 O
1 0 -1

Clasificar seguin su signo las siguientes formas cuadraticas:

a) Q(X,y)=3x2-4xy+7y>.
b) Q(x,y)=x*+y*+2xy.
c) Q(X, y)=6xy —2x° —5y?.
d) Q(x,y)=4y?+8xy.

e) Q(x,y)=4xy.

f) Q(X, y)=x*+y?-2xy.

+ XZ +2Xxy +2yz .

g9 QX,y, 2z)= xZ + 2y2 + 22

h) Q(x,y, z)=4x? +4y® + 2% - 4xy .

) Q(X,VY, z)=2Xy +2Xz +2yz.

D Q. y. 2)=x"+y?+2°.

K) Q(x,v, z):—4x2+y2+322+3xz+yz.

D Qx,vy,2z)= 2x2 +2xz +3y2 +222.

m) Q(X,vy, z2)= 2x? —y2 +32° —3xy +4yz —2xz .
n Qx,vy, 2)= x? +10y2 +6XYy .

0) QX,y, 2)= 3x2 +2Xy +2XZ +4yz .

p) Qx,vYy, z,t)=2xz—3yt+2xt—t2.

qQ) Q,vy, z):xz—y2—222+2xy+4yz.

N Q(x,vy, z):2xy+4yz—4xz—x2—y2+422.

Demostrar que Vx,y,z e R se cumple x

Determinar para que valor

2

de aoeR

2

+y?2 +Z22 2 Xy + X2 +YyzZ.

las siguientes formas

semidefinidas indicando si es positiva o negativa.

a) Qx,y, 2)= x2 +2y2 + 0z -2xz.

b) Q(x,y, z2)= x2 + ocy2 +az? +2yz .

18
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9.- Expresar la forma cuadratica Q(x, y, z) =GB - ﬂ)x2 - y2 —4z% + 2xy +10xz +2yz como
una suma de cuadrados y clasificarla segun los valores de feR.

10.- Clasificar segun los valores de feR la forma cuadritica de expresion
QX,y,z,t)= x2 +y2 + 72 +t2 + 28yt + 25Xz .

11.- Estudiar, segun los valores del parametro a, el signo de la forma cuadréatica de

( a 2 O\
matriz asociada A={ 2 a 3 J
0 3 3
( -1 a 2 1\
. L. . . ao1l10o0 .
12.- Considerar la forma cuadratica de matriz asociada A= 514 2| ¢Es definida
1 021

negativa para algun valor del parametro a?.
13.- Clasificar las siguientes formas cuadraticas restringidas:
a) Q(x,y)= 2x2 + y2 +2\/§xy sobre S={(x,y)e R? | X —\/Ey =0}.

b) Q(x,y, 2)= x2 + 4y2 +52° + 2Xy —2xz+4yz para los vectores x+2y-z=0,

2x -3y +z=0.
c) QK,y,2)= 2x% + y2 —4xy +2yz para los vectores x—-y+z=0.
d) Qx,vy, z,t):x2—22+2xz+xt+2yz para los vectores x+y—-z=0,y-t=0.

14.- Clasificar la forma cuadratica Q(x, vy, z) = X% + y2 ~-22°

restringida a:
a) S={i,Y, z)e]R3|x+z=O}.

b) S={(x,y,2)eR3|x=y=-z}.

15.- Clasificar Q(X, y, z) = 2x2 + 2y2 +272% + 2Xy +2xz +2yz restringida a:

a) S={i,Y, z)e]R3|x—22:O}.
b) S={@,0, z)|z<R}.

16.- Clasificar la forma cuadratica Q(X, vy, z)= x2 + y2 +22 + 2Xy+2xz+2yz sobre el

conjunto S ={(x, Yy, z)eR3|x—y—22 =0}.
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17.- Considerar la forma cuadréatica Q(x, y, z) = 4x% + 5y2 +2% - 4xz. Se pide:
a) Encontrar una expresion diagonal para Q.

b) Clasificar Q segln su signo.

c) Clasificar Q restringidaa S={(X, Yy, 2) e R3 | x-z=0}.

(10 b))
18.- Considerar la forma cuadratica de matriz asociada A={ 020 J donde b es un
b 0 1

parametro real. Se pide:
a) Determinar su signo segun los valores del pardmetro b.

b) Determinar su signo restringida a los vectores de la forma y =2z para cualquier

valor de b.

19.- Sea Q(X, Yy, z) = y2 — Xy — Xz -yz . Se pide:
a) Encontrar una expresion diagonal para Q.
b) Clasificar Q.

¢) Clasificar segun los valores del parametro a Q restringida al subconjunto

S:{(x,y,z)eR3|x:y:az}.

20.- Sea Q(x, Yy, z2) = 2ax’ + y2 +2z%+4axz, con acR. Se pide:
a) Clasificar Q segun los valores del pardmetro a.

b) Para a = -1, encontrar subconjuntos S, Y S, de R3 tales que Q restringida a S,

sea definida positiva y Q restringida a S, sea definida negativa.

21.- Sea AeM_ simétrica y Q(X) = XtAX con x eR", la forma cuadratica asociada. Se
pide:
a) Probar que Q(X) y Q(Ax) tienen el mismo signo VAeR con 41#0.

b) ¢Para qué valores de 1R se cumple que Q(X) = Q(1x)~.

¢) Concluir utilizando a) y b) que Q(x +y) = Q(X) + Q(y) en general, no es cierto.

d) Si A’eM_ es una matriz simétrica y Q'(x) = X'A'X es la forma cuadratica

asociada, ¢cual es la matriz asociada a la forma cuadratica

Q+QIX)=Q() +Q'(X)?.
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22.-Sea Ae M, una matriz simétrica tal que su forma cuadratica asociada es definida

positiva. Si B e M, probar que:

a) Si B es regular entonces la forma cuadratica de matriz asociada B'AB es definida

positiva.

b) Si B es no regular entonces la forma cuadratica de matriz asociada B'AB es

semidefinida positiva.
23.-Sea AeM_ simétrica y Q(X) = X'AX , con xeR", la forma cuadratica asociada.
Probar que si x,y € R" son linealmente dependientes entonces Q(x)Q(y) >0.

24.- Sean A,BeM_ matrices simétricas. Razonar si las siguientes afirmaciones son

verdaderas o falsas:
a) Si las formas cuadréaticas de matrices asociadas A y B, son definidas positivas
entonces la forma cuadratica de matriz asociada A+B es definida positiva.
b) Si la forma cuadratica de matriz asociada A es definida positiva y la forma
cuadratica de matriz asociada B es definida negativa, entonces la forma cuadratica
de matriz asociada A+B es indefinida.
¢) Si la forma cuadratica de matriz asociada A es definida positiva y la forma
cuadratica de matriz asociada B es definida negativa, entonces la forma cuadratica
de matriz asociada A+B es semidefinida positiva o semidefinida negativa.
d) Si las formas cuadraticas de matrices asociadas A y B, son semidefinidas
positivas entonces la forma cuadratica de matriz asociada A+B es semidefinida
positiva.
e) Si las formas cuadraticas de matrices asociadas A y B, son definidas negativas,
entonces la forma cuadratica de matriz asociada A-B es definida negativa.
f) Si la forma cuadratica de matriz asociada A es definida positiva entonces la

matriz A es regular.

25.- Ante lo elevado del déficit publico de un pais imaginario, el gobierno decide crear un
nuevo impuesto T cuyo importe es funcién de los pagos (o devoluciones en su caso) por el

impuesto de las personas fisicas, R, y de los pagos por el impuesto del patrimonio, P, de

tal manera que T = 2R’ + 4P? —4RP. EI gobierno antes de ponerlo en marcha quiere
asegurarse de que la recaudacion por dicho impuesto serd mayor que cero para cada
individuo, es decir, no esta dispuesto a devolver dinero a ningln contribuyente por este

concepto.
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Comprobar gue el impuesto cumplird su finalidad recaudadora con todos y cada uno de

los contribuyentes.
26.- Los economistas de una empresa aseguran que la funciéon de producciéon es del tipo:

P=1%+K?-2LK, siendo L y K el numero de trabajadores y de maquinas
respectivamente. Ademas se sabe que para que funcione cada méaquina se necesitan dos

trabajadores. Comprobar que efectivamente, P es una funcion de produccion.
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