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4 x 6

Resolver la ecuacion | 5 7 12 |=0.
3 -1 x
Demostrar:
X y X+y 1+x 1 1 1
a) y x+y x |==203+y3) b) 1 1-x 1 1
X4 X 1 1+~z 1
y y 1 1 1 1-z
(2 4 1)
Sea A=| 6 -3 2 |. Calcular ‘A—AI3 ,con LER.
4 1 3
Xy z X y z
Sabiendoque | 3 0 2 |=1, obtenerelvalorde | 3x+3 3y 3z+2
1 1 1

XxX+4 y+4 z+4

Sean A,B EM4 con |A|=3, |B|=-2. Calcular:

a) |2A]. b) |%B|. c) |BA!].
d) [(BA)|. e) |(B'A'BY .
Calcular el rango de las siguientes matrices:
[ 2 _
(2 2 -4) (2 0 3) 2 -1
A=| -1 3 4 B=t410J c-|1 O
1 -2 _3 10 1 5 3 -1
5 -2
(2 43 41 8) (121 02 (
_1 _2 0 -2 1 -1 0 12 -11 :
D - - B E-|1 20 -2 1 F=_3:15
z 6 ; -6 6 2 2 1 3 -3 4 0 3
4 4 4 3 22 -25
( _ \
;121 (02 1 -1 2) (1 2)
G- 0 13 H=| 10 -1 32 I=L01J
-Llo2d 04 2 -2 4 10
32 12

-1
-1
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8.- Calcular, segun los valores reales del parametro a, el rango de las siguientes

matrices:

[ 11 0 1) (1 1 -1 1)
2 a 1 11 (112}

A= -13 B- c=12 13
a3 -20 1 -1 30 5 1 4
-1 0 -4 3 4 2 0 a

9.- Estudiar si las siguientes matrices son inversibles. En caso afirmativo calcular la

matriz inversa.

[0 1 2) (1 2 0) (11 1)
A=L23OJ B=[020J C=t011J
4 5 7 021 00 1
[0 3 1) [ 1 -1 3) (1 00 1)
D=—30—2J E=L04-2J F=(1)(1)18
12 0 _ _
2 6 -8 0101
[2 211 1)
c_|0o o010
2 1 11
0 0 01

10.- Estudiar la existencia de la matriz inversa segun los valores de m &R . Calcular la

matriz inversa en los casos que sea posible.

(m -1 0) [ m 1 -1) m 1 1
A=[1 m—11J B=| 1 2 1 C=L1m1J
1 0 1 1 3 -1 1 1 m

11.- Estudiar para qué valores del parametro m &R las siguientes matrices no tienen

inversa.
[2-m 3 1)
Al i-m 2 ) g[-m 5 ) c-| 1 1-m a4
k 3 2—””) L 2 3—m) 0 1 1-m
[(m 9 ) 11 1
D= 4 m —IJ E = m 1 0
77 7 1 3 m-1




11 1 1 2 -1
12.- Dadas las matrices P=| 1 0 1 y B=| 0 -3 1 |, calcular la matriz A que
011 2 0

verifica P"1AP = B.

13.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Utiliza la Regla de Cramer

para calcular las soluciones:

X+y—-z=3 X+y-z=1 X+y—-2z+t+3s=1
a) 5x-y+2z=5 b) x+2y+z=2 C) 2x-y+2z+2t+6s5=2
-3x+3y-4z=1 X+3y-z=0 3x+2y-4z-3t-9s=3

14.- Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales seguin los valores

reales de los parametros (m, a y b). Utiliza la Regla de Cramer para calcular las

soluciones:
mx+y-z=1 mx+y+z=m X+y+z=m
a) x+2y+z=2 b) x+my+z=1 ) x+(A+my+z=2m
xX+3y-z=0 X+y+mz=1 X+y+z=4
X+my-z=0 mx+y+3z=3 X-2y+z=-1
d) 2x-3y-2z=0 e) x-y-z=0 f) X+y+3z=4
xX+2y+z=0 5x-3y-2z=6 5x-y+mz=10
x+2y-27=0 2x+ay+z:[7)
q) 2x-y+az=b h) X+ay+z+t=

2x-2y+3z=1+b X+2ay+t=-1

bx+ay=>b
11 m
15.- Dada la matriz A=| 3 2 4m | con meR:
21 3

a) ¢Para que valores del parametro m, es la matriz A inversible?.

b) Resolver el sistema lineal AX = 03 utilizando el apartado anterior.

1a0 o0 a X

16.- Considerar las matrices A=| a 1 0 1-a |, B= a2 y X= y , con a un
001 O 323 z
t

parametro real.
a) Discutir en funcion de a el sistema AX =8B.

b) En los casos que sea posible, calcular las soluciones de AX =8B.
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17.- En un mercado con competencia perfecta las funciones de oferta y demanda de los

bienes estan dadas por:

Qg =10-2P, + 4P, Q,y =10+5P, - 3P,

Q. =20+3P - 2P, Q,. =30-7P +5P,

Donde Q,.d es la cantidad demandada de bien J, QI.S es la cantidad ofertada de bien i

y P, es el precio de mercado del bien i, para i=1,2. Calcular los precios para los que
el mercado estad en equilibrio y la cantidad demanda y ofertada de cada bien en esta
situacion.
18.- La condicién de equilibrio para el precio de tres bienes en un mercado queda

determinado por la siguiente condicion:

11P =P, -P =31

—P, + 6P, - 2P3 =26

—P, - 2P, + 7P = 24
Siendo P1, P2 y P3 los precios de estos tres bienes. Calcular el precio de equilibrio de

cada bien.
19.- Considerar los vectoresu = (1, -3, 2) yv = (2, -1, 1) de R3:
a) Escribir, si es posible, los vectores (1, 7, -4) y (2, -5, 4) como combinacion lineal

deuyv.

b) ¢Para qué valores de x es el vector (1, x, 5) una combinacién lineal de u y v?

20.- Los vectores v, = 1,1, -1), v, = 2,1,3) y v, =(5,2,10) de R3, éson linealmente

3

independientes? En caso de no serlo hallar la relaciéon de dependencia.

21.- Dados los vectores u, = (2,-1,0), u, = 0,1,-1) y Uz = (8,3,1) de R3, estudiar si son
linealmente dependientes o independientes.

22.- Dados los vectores uy = 1,0,-1,0), u, = (2,0,3,-1), Uz = 1,1,-1,1) vy u, = 2,1,-2,1)

de R4, estudiar si son linealmente independientes. En caso de no serlo hallar la

relacion de dependencia.

23.- Dados los vectores de R?# v, = 1,1,0,m), v, = (3,-1,n,-1) y vy = (-3,5,m,-4),

determinar los valores que han de tomar los parametros m y n para que los tres

vectores sean linealmente dependientes.



24.-Seanu = (-1,0,0), v=(1,1,0)yw = (-1, 1, -1) vectores de R3:
a) Demostrar que {u, v, w} es una base de R3.
b) Hallar las coordenadas respecto de esta base del vector cuyas coordenadas
respecto de la base candnica son 1, 0, 2.
c) Hallar las coordenadas respecto de la base candnica del vectora = 3u - v + 5w.

25.-Sea A eMn, AeR un valor propio de Ay xeR"” vector propio de A asociado a 1.

Probar que:
a) ol es valor propio de la matriz ¢A para cualquier ¢ e R y X es vector propio de

0A asociado a ol .

b) AP es valor propio de AP y x es vector propio de AP asociado a AP.

c) |A|=0«< A=0 es valor propio de A.
d) Si A es regular entonces 1=0. Ademas, 271 es valor propio de Al Yy X es

vector propio de A~ asociado a A71.

26.- Sean A,Be Mn matrices semejantes. Probar que:
a) |Al=1B].
b) AP es semejante a BP para cualquier peN.

c) Si A es regular entonces B es regular y Al es semejante a B,

27.- Sea Ae Mn. Probar que Ay Al tienen el mismo polinomio caracteristico.

28.- Dada la matriz A= se pide:

W N =
(ol o]
N OO

a) Estudiar si 3 es o no valor propio de A.
b) ¢éSon los vectores (1,1,1) y (0,0,1) vectores propios de A? En caso afirmativo,

buscar el valor propio asociado.

-1 00
29.- Dada la matriz A= 1 2 0 | se pide:
0 31

a) Estudiar si el vector (-1, %, %) es 0 no un vector propio de la matriz A. En caso

afirmativo determinar el valor propio asociado.

b) Lo mismo para el vector (-1,0,1).



30.- Para cada una de las siguientes matrices indicar razonadamente si es diagonalizable
0 no. Ademas:
a) En caso afirmativo, dar una matriz semejante diagonal y la matriz regular de
paso.
b) En caso negativo, calcular los valores propios y los vectores propios asociados a

cada valor propio.

03 0 2 21 1 -3 3
A=l -14 0 A=l -2 1 Aj=| 3 -5 3
0 2 -2 1 22 6 6 4
1 0 O 1 4 -4 6
A,=| 0 0 -1 A= 1 Ac=| 3 4 6
01 O -1 1 1 -2 3
2 0 -2 2 4 3 -1 2 -2
A=l -3 -1 2 Ag=| 2 20 Ag=| 2 -1 2
2 0 -2 302 2 2 3

31.- Una matriz Ae M, verifica las siguientes condiciones: A( 1 )=( 3 ) y (2,-1) es
- 1

vector propio de A asociado al valor propio A =-2. Hallar la matriz A indicando si es

diagonalizable o no. En caso afirmativo dar una matriz semejante diagonal D y la

matriz de paso P tal que D = Plap.

32.-Sea A =[ ; Z J con a,beR. Calcular los valores de los parametros a y b para que

el vector (2,-1) sea vector propio de A asociado al valor propio 2.

33.- Encontrar una matriz AeM3 no diagonal de valores propios -1, 1, 2 con vectores
propios asociados (1,0,-1), (-1,1,0), (3,-3,1) respectivamente.

34.- Encontrar una matriz A eM3 no diagonal de valores propios /11 =1 simple y 12 =2
doble con vectores propios asociados (1,1,0), (1,0,0) respectivamente.

35.- Encontrar una matriz A eM3 con valores propios 21 =-1 doble, 12 =3 simple y con

vectores propios asociados (1,0,2), (-1,0,0) y (0,1,1) respectivamente.



36.-Sea A =[ 32 ) con a,beR. Calcular los valores de los parametros a y b para que
a

A tenga como valores propios 1 y -1. ¢Es A una matriz diagonalizable?.

1 0 3
37.- Considerar la matriz A=| 3 _2 g |conaeR.
3 01

a) ¢Para qué valores del parametro a A =-2 es valor propio de A?.

b) ¢Para qué valores del parametro a es la matriz A diagonalizable?.

0 -2
38.- Determinar una matriz AeM3 tal que A| 1 |= 3 | y que sus vectores propios
1 1

sean los vectores de R3> no nulos de los conjuntos {(x,y,z)eR3|x:z},

{(x,y,z)eR3 | x+y=0,z=0}%.

a 1 p
39.-La matriz A=| b 2 g admite como vectores propios (-1,-1,0), (1,0,-2) vy
c -1 r

(0,—1,1) asociados a los valores propios 3, 0 y 3/2 respectivamente. Se pide:

a) Hallar los elementos desconocidos de A.

b) ¢Es A diagonalizable?. En caso afirmativo, diagonalizarla.

1 00 O
40.- Considerar la matriz A = -1 (1) ; -1
0 -1 1 1

a) Hallar sus valores y vectores propios. ¢Es A diagonalizable?.
b) Comprobar que se cumple que el determinante de la matriz A es el producto de

sus valores propios.

2 2 1 2 1 -1
41.- Comprobar que las matrices A=| 1 3 1 |y B= 0 2 -1 | tienen los mismos
122 -3 2 3

valores propios pero sin embargo no son semejantes.

42.- Calcular A% y, en general, A¥, con ke N, para la matriz A =[ 0 2 J
1 -1
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43.- Calcular AX con keN impar para la matriz A:[ 2 -1 ]
3 -2

44.- Calcular A" VneN en cada uno de los siguientes casos:

1 00 2 -1 3
a) A= 0 -1 0 b) A= 0 1 -1
0 0 2 0O 0 3

45.- Calcular una matriz Ae M3 simétrica que verifique: v=(1,-1,0) es vector propio de A,

2
Al 0 |= y |A| =0. Calcular A>°.
0

N ON

46.- Determinar para qué valores de los parametros b,c € R las siguientes matrices son

diagonalizables. En los casos que lo sea, encontrar una matriz diagonal semejante a

la dada.
5 b c O 1 -2 7
3 002 0 0 1

47.- Para cada una de las siguientes matrices AI., i=1,2,3, encontrar si es posible una

matriz regular P y una matriz diagonal D de forma que D = P‘lAI.P.

-2 0 0 111 2 01
A=l 0 -2 -1 A=l 111 A;=| 0 30
0 -1 -2 111 1 0 2

48.- El polinomio caracteristico de una matriz A de orden 3 es P(1) = -1°>+211-20. Con

estos datos, {puedes justificar si A es inversible y/o diagonalizable?
49.- Los valores propios de una cierta matriz A e M(nx n) diagonalizable son las raices del

polinomio caracteristico P(1) = A>+1* -54>-51*+41+4.

a) Determinar los valores propios y su multiplicidad.

b) Determinar la dimension n de la matriz Ay Rg(A).

_lA—l
> .

c) Calcular, si es posible, A‘l‘ y

d) Calcular los valores propios de A% y su multiplicidad.

9



50.-

51.-

52.-

53.-

54.-

Sea A=

=N
e
N O O

a) Calcular valores y vectores propios de A.

b) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo calcular una matriz semejante diagonal

D y una matriz P tal que D = PlAP.

c) ¢Existe algun valor del parametro a para que (3,-6,a) sea vector propio de A?
Sea A una matriz de orden 3 cuyo polinomio caracteristico es
p(A)=-1>-21>+51+6:

a) Calcular los valores propios de A y el determinante de A.

b) Razonar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

i) El sistema de ecuaciones lineales homogéneo AX =0 es compatible
determinado.

ii) Existe una matriz D diagonal y una matriz P regular tal que D = PlAP.
Dada una matriz A de orden 4 simétrica cuyos valores propios son 1, 3 y -5 doble:

i) Razonar si existe la matriz A ~ y, en caso afirmativo, calcule su determinante.

ii) ¢Cudanto vale el rango de la matriz A+51,7

m 0 O
SeaA=| 0 1 -1 | con m numero real. Se pide:
0O -1 1

a) Estudiar la existencia de la matriz inversa de A segun los valores del parametro

m. Calcula, cuando sea posible, A™.
b) Determinar los valores del parametro m para que A sea diagonalizable.
c) Calcular el polinomio caracteristico y los valores propios de la matriz A.

d) Para m=0 calcular una matriz diagonal D y una matriz P tales que D = P'AP.

-1 0 -3
Dada la matriz A=| 3 3 3 |, se pide:
-3 0 -1

a) Calcular los valores propios de A.

b) Calcular los vectores propios de A.

c) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo, calcular una matriz regular P y una
matriz diagonal D tales que D = PlAP.

d) Calcular los valores propios de A3,

10



1.-

FORMAS CUADRATICAS

Considerar la forma cuadratica Q(x) de matriz asociada

-1 1 32 4 111 2 0
A=l 1 -2 1 A=l202| A=|111 Ap=| 0 -2
0 1 -1 4 23 111 0 1

Se pide:

a) Expresar Q(x) en forma polindmica.

b) Encontrar, por el método de valores propios, una expresion diagonal para Q(x).

c) Clasificar Q(x).

Considerar la forma cuadratica Q(x) de matriz asociada

100 0 -1 1 32 4
A=l022 A=l -1 1 Aj=| 2 0 2

022 1 4 2 3
Se pide:

a) Expresar Q(x) en forma polindmica.

-2

b) Encontrar, por formacion de cuadrados, una expresion diagonal para Q(x).

c) Clasificar Q(x).

Para la forma cuadratica Q(x, y, 2) = 2x2 + 5y2 +52% + 4xy —4xz —8yz se pide:

a) Encontrar una expresidn diagonal para Q.
b) Clasificar Q.

Para cada una de las siguientes matrices, se pide:
a) Encontrar una matriz diagonal congruente con la matriz dada.

b) Clasificar la forma cuadratica que representa.

212 41 1 2 2 1
A=l 111 A=l141 A= 2 1 -2
21 4 11 4 1 -2 -2
> -2 0 -1 11 0 1 Lo 1
T e A B L. A=l 0 a1
0 0 1 -2 0 0 20 114
1 1 -2 2 1 1 0 -1
2 2 -2
A=l 2 3 -4
2 -4 0




5.- Clasificar segun su signo las siguientes formas cuadraticas:
a) Qx,y)= 3x2 - 4xy + 7y2 .
b) Q(x, y)= x? + y2 +2xy .
c) Q(x,y)=6xy- 2x2 - 5y2 .
d) Q(x,y)= 4y2 +8xy .
e) Q(x,y,z)=y2+2xy+2yz.
f) Q(x,y,z)=x2+4y2+22+2xz+2xy+4yz.

2

g) Qx,yvy, Z):x2+2y2+z + XZ +2Xy +2yZ.

h) Q(x,y, z)= 4x? + 4y2 +2% - 4xy .
i) Q(x,y,z)=2xy+2xz+2yz.
QU y, 2)=x+y?+ 2%

K) Q(X,y, 2)=-4x°+y?+32° +3xz+yz.

N Qlx,y, 2)= 2x% +2xz + 3y2 +222.

m) Q(x, y, z)= 2x2 - y2 +32%2 - 3xy +4yz - 2xz.
n) Q(x,y, z) = x> +10y? + 6xy .

0) Q(x,y,z)=x2+4y2+322+4xy+2xz+4yz.
p) Q(x,y, z, t)=2xz -3yt +2xt _t2,

q) Qx,y, 2= x?% - y2 ~27° +2xy +4yz.

r Qx,y, z)=2xy +4yz - 4xz — x2 - y2 +422,

2 2

6.- Demostrar que Vx,y,ze R se cumple x +y2 +Z°2Xy+XZ+YyZ.

7.- Determinar para que valor de aeR las siguientes formas cuadraticas son

semidefinidas indicando si es positiva o negativa.
a) Qx,y, z)=x%+2y?+az® -2xz.
b) Q(x,y, z)=x*+ay? +az? +2yz.
8.- Clasificar segun los valores de fSeR la forma cuadratica de expresion

Q(X, ¥, z, t) = x> +y? + 2% + t% + 2Byt + 2Bxz .



9.- Estudiar, segun los valores del parametro a, el signo de la forma cuadratica de

a2 0
matriz asociada A=| 2 5 3
0 3 3
-1 a 2 1
) . . ) a 012@0 . .
10.- Considerar la forma cuadratica de matriz asociada A= 5142 | ¢Es definida
1 021

negativa para algun valor del parametro a?.
11.- Clasificar las siguientes formas cuadraticas restringidas:
a) Qx,y)= 2x2 + y2 + Zx/zxy sobre S={(x, y) e R2 |x—x/§y =0}.

b) Q(x, vy, z):x2+4y2+522+2xy—2xz+4yz para los vectores x+2y-z=0,

2x-3y+z=0.
c) Q(x,y, Z):2x2+y2 —4xy +2yz para los vectores x—-y+z=0.

d) Q(x,vy, z, t):x2—22+2xz+xt+2yz para los vectores x+y—-z=0,y-t=0.

12.- Clasificar la forma cuadratica Q(x, y, z) = x2 + y2 ~272 restringida a:
a) S={(x,y,z)eR3|x+z=0}.

b) S={(x,y,2)eR3|x=y=-z}.

13.- Clasificar Q(x, y, z) = 2x% + 2y2 +22% + 2Xy + 2xz + 2yz restringida a:
a) S={(x,y,2)eR3|x-2z=0}.
b) S={(0,0,z2)|zeR}.

14.- Clasificar la forma cuadratica Q(x, y, z) = x% + y2 + 72 +2Xy+2xz+2yz sobre el
conjunto S ={(x, y, z)eR3 | x -y -2z=0}.

15.- Considerar la forma cuadratica Q(x, y, 2) = ax? + 5y2 +2z%2 - 4xz. Se pide:

a) Encontrar una expresién diagonal para Q.

b) Clasificar Q segun su signo.

c) Clasificar Q restringidaa S={(x, y, 2) e R3 | x —z=0}.



16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

Considerar la forma cuadratica de matriz asociada A= , donde b es un

o O r
oON O
= OT

parametro real. Se pide:
a) Determinar su signo segun los valores del parametro b.

b) Determinar su signo restringida a los vectores de la forma y =2z para cualquier

valor de b.

Sea Q(x, vy, z)= y2 - Xy —XxZ-yz.Se pide:
a) Encontrar una expresién diagonal para Q.
b) Clasificar Q.

c) Clasificar segun los valores del parametro o Q restringida al subconjunto

S={(x,y,2)eR3|x=y=az}.

Sea Q(x, y, 2)= 2ax? + y2 + 2% + 4axz ,con aeR. Se pide:

a) Clasificar Q segun los valores del parametro a.
b) Para a = -1, encontrar subconjuntos 51 y 52 de R3 tales que Q restringida a 51
sea definida positiva y Q restringida a 52 sea definida negativa.

Considerando la forma cuadratica Q(x,y,z) representada por la matriz

-2 3 0
A=| 3 -2 0 |, responde razonadamente las siguientes cuestiones:
0O 0 -5

a) ¢lLa forma cuadratica Q admite la expresion Q(x,Vy,Z2) = _2 %2 —2)72 _5727
b) Justificar si existe algun (XO’yO’ZO) e R3 para el que se verifique que
Q(X1¥g:29)>0.

c) Definir, si es posible, un subconjunto de R3 en el gue la forma cuadratica Q sea

definida negativa.
Dada la forma cuadratica Q(x,y,z) = 2x2 —y2 — 472 +4zy . Se pide:
a) Calcular una expresién diagonal para Q.

b) Justificar si existe (x;,¥,,2,) € R3 tal que Q(Xy,Y:2y) <0.

c) Estudiar el signo de Q restringida S = { (x,y,2) e R3 ‘y -2z = 0}.



21.-

22.-

23.-

24.-

Dada la forma cuadratica Q(x, y, z) = x% + 3y2 +2%2 +2xz:
a) Clasificar Q(x, y, z).

b) ¢Puede ser Q()‘(,V,E)=)?2+3)72+222 una expresion diagonal de Q(x,y,z)?

Razonar la respuesta.

Ante lo elevado del déficit publico de un pais imaginario, el gobierno decide crear un
nuevo impuesto T cuyo importe es funcidon de los pagos (o devoluciones en su caso)

por el impuesto de las personas fisicas, R, y de los pagos por el impuesto del

patrimonio, P, de tal manera que T =2R% +4P% —4RP. El gobierno antes de ponerlo
en marcha quiere asegurarse de que la recaudacién por dicho impuesto serda mayor
gue cero para cada individuo, es decir, no esta dispuesto a devolver dinero a ningun
contribuyente por este concepto.

Comprobar que el impuesto cumplird su finalidad recaudadora con todos y cada uno

de los contribuyentes.
Los economistas de una empresa aseguran que la funcién de produccion es del tipo:

P=1%2+K2?-2LK, siendo L y K el nimero de trabajadores y de maquinas
respectivamente. Ademas se sabe que para que funcione cada maquina se necesitan

dos trabajadores. Comprobar que efectivamente, P es una funcion de produccién.
Un inversionista estima que al invertir en tres valores, A, By C, la cartera resultante

tendra una rentabilidad de U(xl,xz,x3) = 2x12 - 2x§ - 7x§ +2X, X, +6 X, X5, siendo

39
Xi Xy Y X3 las rentabilidades en el momento de la compra de cada valor A, By C
respectivamente.

a) Analizar si dicha cartera puede generar pérdidas.

b) Valorar como afecta a la respuesta anterior una situacién econémica en que los
tres productos partiesen de la misma rentabilidad.

c) Si el inversionista sabe que la rentabilidad del producto A es el doble que la de B,

¢habra ganancias?






Nota: se entendera logx =logjg x Y

1.-

FUNCIONES DE R"” EN R™

Inx =log, x

Determinar y representar graficamente el dominio de las siguientes funciones:

a)

c)

e)

g)

q)

s)

u)

fF(x)=Vx2 -16 b)

1

f(x)= d)
x-3
3
F)= f)
X2+ x+1
Fx) = ox + h
(x) x+m )
2
f(x):InX -3x+2 )
X+1
f(x,y)=3x+y D)
f(le): n)
X=y
f(x,y)=In(2x -y +1) o))
f(x,y)=\/1—x2+\/y2—1 r)
(C ) P — )
\/x2+y2—1
f(x,y,z)=\/1—x2—y2—z2 V)

f(x) = 1
x< -1
f(x) = 1
\ll—x2
x+1
f(x)=eVx-3

f(x) = In(x? - 4)

f(x)=In(x+2)+In(x -2)

3x +
Flxy) =
X< +2y
Fxy) =2
X

f(x,y):x+\/;

F(x,y) =1-x% - y?

f(x,y)=In(3x% + y? + 4)

f(x,y)= (In(x +y), V4 - x2 - yzj

Representar graficamente las curvas de nivel de las siguientes funciones:

a)

d)

9)

F(x,y)=x+y b) f(x,y)=(x+y)?
Fx,y) ==

y
fx,y) =2

X2

e) f(x,y)=+xy f)

h) f(x,y)=In2x -y +1) i)

Q) fx,y)=x*+y?
f(x,y)=x",x>0

X+y

f(x,y) =



3.-

Calcular los siguientes limites:

2 _ (1+x)°
a) Lim—>X"~Y b) Lim—2X=1 Q) LileJrXJ
X%]-ZXZ—X—]_ X_>1"X3+3—2 x—0\1-Xx
2 2
d) Lim-= ) Lim—2_ £ Lim 2X=6X
x>0 1 x>0 1 X—+eo 3x% -8
1+2X 3+4x
XZ
( VX ( Y x+1 5
g) Lim U—AJ hy Lim LZX” X+ iy Lim X
X—>+o0 3x X—to0\ 2X + 4 X—+o0 @ X
( VX ( VX 2
) Lim | 2X*1 K) Lim LSX”J y  Lim XV
X4\ X X—o+eo\ 8X —1 (x,y)-(1,2) 4x -y +1
2
m) Lim % n) Lim (XZ +5xy -8, exzy, In(2x + y)}
(x,¥)-(0,0) 5x2 4 y (x,)-(0,1)

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

eX ) 2x2—3y2 .

—_— si x<0 — si (x,y)#(0,0
a) f(x)=4 x-1 b) F(x,¥) =1 7x% + y? Cay) 2 0.0)

x3+1 si x>0 0 si (x,y)=(0,0)

Calcular la primera derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=¢ b) F(x)= -
X

0 fx)=1 d) fx)=e 2

X
) f(x){” ) Fx)=2x -1

- X
g) f(x)=Inx+vx? +1 h) f(x):§+|nz
. 21 . C144x
i) f(X)—ZX_l—; j) f(X)—l_&

3 1 1

k) f(x)=Inx logx —-Ina log, x ) f(x)= - -
56(2x —1)7  24(2x-1)® 40(2x -1)°

m) f(x)=32e* 2% +1+In° x n) f(x)=x210%%



2
0) Ff(x)=In%x —In(Inx) p) f(x)= gx/xz _ a2 -%ln(x+\/x2 P

q) f(x)=x%a-2x3)? ) F(x)=(x +a)(x +b)(x +¢)
S) f(x):3\/x+\/; t) f(x):(2x+1)(3x+2)3\/3x+2
u) f(x )_ -1 v) f(x) =In(senx)

x+2

4 4

w) f(x)=senx x) f(x)=cos x

y) f(x)= sen®x cosx®

6.- Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

X Z
a) f(x,y,z)=e” +e¥ b) F(x,y)=In VXY =X
\/ +y? +x

Q) flx,y,z)=e< V7 d) f(x,y)= ,/xy+—

e) f(x,y)= X3+ y3 — 3axy f) f(x,y)=

X+y

9) f(x,y)=In(x+{x% +y?) h) F(x,y)=x"

. . X+y
i) f(x,y,2)=2" ) fxy)=F7———
3[X2 +y2

e (senx +acosy)

k) f(x,y)=x*sen’y ) )= —
a +b
_x - L, dy
7.- Comprobar que y = xe™" verifica la ecuacion Xd_ =1-x)y.
X
8.- Calcular y’ en las siguientes expresiones:
a) 2x%+5xy+y% =19 b) x?+y?=25 c) y=1+xe
Y X
d) Iny+e x =8 e) Iny+7:7 fy x¥=y*

9.- Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x):l en x=1.
X

Hallar un valor aproximado de f(1'1).



10.- Calcular los siguientes limites:

a)

d)

9)

j)

v)

. Senx
Lim
x—=0 X

, sen3x?
Lim
x—0 3 X2

2
Lim In(1+x°)
x—0 X2

2X

. e —
Lim
x—0 X3

Lim In(1+ x)
x—0 1_eX

1
Lim xX
x—0*t

.1
Lim =Inx
X —+o00 X

Lim (Inx3)e™™

X —>+oo

b)

e)

h)

k)

q)

)

Li
x—0 X2

Lim 1- COS\/;
x—0 1

=X

2

X
.. et -1
Lim
x—0 X2

. senxtgx
L/m —g
x—0 1 - cosx

. sen’x
Lim

x—01-cos2x

1

Lim (cosx)X
x—0"

. Inx
Lim —
X —>+o0 XZ

11.- Calcular Vf(x,y) cuando f(x,y)= x2y+ y3.

12.- Hallar la matriz jacobiana de las siguientes funciones:

a)

c) f(xy,x,)=(x;+

f(x)=|n2x

5)

13.- Calcular % en las funciones:

a) z=3x+y,con x=t>+1; y=e.

b) z=xy+yu+xu,con x=t; y:e‘t; u =log(t).

im 2(1 - cosx)

)

f)

X
et -1
Lim
x—=0 X

. 1-cos(senx
Lim L=cos(senx)
x—0 XZ

im In(1 + senx)

Li
x—0 senx

. 1-cosd4x
Lim——m———
x—0 5X2

4(x —In(1 + x))
x—0 xIn(1+ x)

Lim x[In(x +1)-Inx]
X —>+oo

In(1+x®
Lim N+ X7)
X —>+o0 X2

b) F(xy,X,) = (X, - X,)?

d) f(t)=(t, e, et)

t

c) z=eX,con x=tcost; y=tsent.

14.- Calcular Z—sz(l) en la funcién z = 3x? +2Xy — y2 , con x = u? +3u; y= 20% —u.



15.- Calcular 2—” y g_u en la funcién u:zsenZ, con x:3r2+25; y:4r—253,
r S X

z=2r>-3s2.

16.- Calcular a_z, 2z y evaluarlas en el punto (%, y) = (0, 1), en los siguientes casos:

ox oy
a) z=u+v,conu=x+€e"; v=Ilog(y)+e”*.

senu
by z= ,conu=s-t; v=s+x; s=y>-x; t=e.
v

17.- Demostrar que xg—z + yg—z =2,Si z= /n(x2 + Xy + y2).
X y

18.- Demostrar que xg—z+yg—2=xy+z, Si z:xy+xey/x.
X y

19.- Demostrar que se verifica

0z 0z
(X2 - y2) Z(x,¥) + Xy = (X,y) = xyz,
ox oy

( >7 )
siendo z=¢” F{y e ZVZJ y F una funcidn real de variable real derivable.

20.- Sea f(x,y) = g(x2 +y2), siendo g:R — R una funcién derivable en cualquier punto

de la recta real. Si g’(5) = 3, calcular Vf(1,2).

21.- Determinar la diferencial de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

x2
a) y=Inx,en?2 b) y=—,en0
eX
5 5 ( V2
c) z= x2+y2 ,en (1,1) d) u:ny+£J ,en (1,1,1).
y
2x ¥
e) z=In—,en (1,¢e) i) f(x,y)= xzeX, en (x, y)con x #0

k) z=(" +y, xy?), en (0,0)



22.- Sea f(x)=§/;, utilizando el concepto de diferencial, estudiar la variacién que

experimenta la funcion al pasar de x=27 a x=26'9.

23.- Calcular la derivada direccional de las siguientes funciones en la direccién y en el

punto indicados:

5

a) f(x,y)=3—2x2 +y en la direccién de v = LZ J y en el punto P=(1,2)

( )
b) f(x,y)=x%+y+1, en la direccién Li,iJ y en el punto (0,0)

2

2 3

EJE

c) f(x,y)= Iog(x2 +y3), en la direccion de v = L J y en el punto P=(1,3)

UJ

d) f(x,y,z)=xsen(yz), en la direccidén L J y en el punto (1,3,0)

FE
(7 )

e) f(x,y,z)=xseny+ycosz+zsenx, en la direccion L7,0,7J y en el punto

(0,0,0)
2 2 2 2 . . 1 1 1)
f) f(x,y,z)=(x“+yz", sen(x“ +y<)), en la direccion L—,—,—Jy en el punto
NERRVERNE!

Wr,7,1)

24.- Sea f(x,y) una funcion diferenciable en el punto (1,2). Sabiendo que f,(1,2)=5Yy

(ii\ (1
IR Lf IJ

25.- Dado el campo vectorial f(x,y) = (xy, x2, yz), se pide:

f,(1,2)=6 con v = calcular V£(1,2).

a) Estudiar su diferenciabilidad en el punto (-1,2).

b) En el caso de ser diferenciable, calcular su diferencial en dicho punto.
(1 1)
z')

c) Hallar f ' en el punto (-1,2) siendo v =

26.- Calculary” en y =In(x + \/4+x2).

2 2 2 2
27.- Dada f(x,y)=xe2y , calcular % z J f off  oF y o°f .
ox ' oy’ ax2 ay " oxdy | dyox




28.- Calcular la matriz hessiana de las siguientes funciones:
a) f(x,y):x4+y4+4xy—2x2—2y2.
b) f(x,y):x2+y2+xy—4|nx—10|ny,x,y>0.
C) f(x,y):9x2+y2+6xy+12x+4y.

d) f(x,y)=x3+y3—9xy+27.

2

e) f(x,y,2)=x’+y>+2° - xy+x-2z.

f) f(x,y,z)=xyz.

29.- Si F y G son funciones reales de una variable real con derivadas de segundo orden

. (y)  _[y) .
continuas, demostrar que la funcion z = x FLZJ + GLZJ , satisface la siguiente ecuacion:
X X

9’z P’z P’z
X2 00N 42Xy () + Y2 S (x,y) = 0.

ox Xay )
30.- Sabiendo que f y g son funciones reales de una variable real con derivadas de

segundo ordeny z = f(x2 + y2) + g(x2 + y2) , calcular:

1 9%z 1 9%z
=) - = X, )——3—< ¥+ ——(x y).
x?% ax? y ay X y
3’z 0’z
31.- Comprobar que z = Iog(x +y ) satisface la ecuacion —2+—:0.
ox ay

32.-Si f es una funcién real de variable real con derivada segunda, comprobar que la

funcién z=xf(x+y)+y f(x +y) satisface la ecuacion:

0%z > 2z 9z

+
X2 Xy 2

33.-Sean f,g:R — R funciones reales de variable real y h(x,y)=f(y-g(x)). Suponiendo

Ph

gue existen 'y g” en todo R, calcular ﬁ(x,y), —x,y).
Ix? o7y2

34.- Calcular el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 de las siguientes funciones en un

entorno del punto que se indica:

a) f(x)=Inl+x), x=0 b) f(x)=eX, x=0



1 1

c) f(x)= , x=0 d) f(x)= , x=0
1+x (1+x)?
e) f(x)=+1+x, x=0 f) f(x)=senx, x=0
2
g) f(x)=cosx, x=0 hy foo=2=3 x_o
(x -1)?
) F(x) = In(x - 2x2), x=% i) f(x):InGJ_rXJ, x=0

k) f(x):ln(x+\/1+x2j, x=1 ) Fx)=36+x, x=2

m) f(x)=(1+x)eX, x=0 n) f(x)=@1+eX)3, x=%
0) f(x):sen22x, x=0 p) f(x):In(Zx)—i, X=2
q) f(x)=eXIn(l-x), x=0 r) f(x)=|n(9—x2), x=0
2x-3 X2y
S) f(le)Ze yI (le):(olo) t)f(xly):ﬁl (le):(lll)
X< +y

u)f(XIyIZ)=X+yZ+eyI (lelz) = (11011)

35.- Dada la funcion f(x,y) =+x +y Iny, se considera la ecuacion f(x,y) = 2e. Se pide:
a) Demostrar que la anterior ecuacion define a y como funcién implicita de x en un

entorno del punto (O,ez).

b) Calcular y'(0).

36.- Dada la ecuacion e’sen(x +y)+e’sen(x + z) + eXsen(y + z) =0, se pide:

a) Comprobar que define a z como funcién implicita de x y de y en un entorno del

punto (z,0,7).
b) Calcular a—Z(7r,0) y a—Z(IZ',O).
ox oy
37.- Probar que la ecuacién x2y+xy2 =16 define a y como funcién implicita de x en un

entorno del punto (2,2). éQué podemos decir del crecimiento de la funcién y(x) en un

entorno de x=27?



38.-

. . 3ax , . .
Considerar la ecuacién 3ax? —In(yz) -=——=0. éPara que valores del parametro «
yz

podemos asegurar que la ecuacion anterior define implicitamente la funcion x = x(y,z) en

un entorno del punto (1,1,1)?

39.-

40.-

41.-

42.-

Dada la ecuacion z senx -y senz =0, se pide:

a) Demostrar que define a z como funciéon implicita de (x,y) en un entorno de

( )

Tz
2'2'2

(7 )
b) Hallar el polinomio de Taylor de grado 1 en un entorno del punto Lg'% de la

funcion definida en el apartado a).

Sea h:R? > R dada por h(x,y):sen(x2 +y)+xy+a2y.

a) ¢Para qué valores de a la ecuacién h(x, y)=0 define a y como funcién implicita
de x, y = ¢(x), en un entorno del punto (0, 0)?

b) Calcular ¢’ (0).

c) ¢Define la misma ecuacidon en un entorno del (0,0) a x como funcién implicita de
y para algun valor de a?

d) Sea F(x,t)=(€*"+x2-1,e?X +tcosx-1), con ¢(x) la funcién implicita

anterior. Probar que JF(0,0) es una matriz regular.

e xz—y2 2 2y _ A
Dada la ecuacion e +a(x“+y“)=1+a, se pide:

’ 4 2_ 2 .
a) ¢Para qué valores de a<R la ecuacion e* 7Y +a(x2+y2)=1+a define una

11,
2%

(
funcién implicita y = y(x) en un entorno del punto L

(1)
b) Para los valores de a € R, hallados en el apartado anterior, calcular QLLJ .

ax 2

Sea f:R> > R dada por f(x,y,z):ayz—yln(l+zz)+zcos(x+2y)+1, aeR.

a) Probar que f(x, y, z) = 0 define a z como funcién implicita de x e y en un entorno

de (7, 0, 1) para cualquier valor de «.

b) Calcular a para que E(?Z’,O)Zozz(ﬂ',()).
ax ay



43.- Dada la ecuacidon xy? - yx? + z%cos(xz) =1:
a) Probar que define a z(x,y) como funciéon implicita en un entorno del punto
0,42,1).
b) Hallar el plano tangente a z(x,y) en el punto (0,\/5).

c) Hallar la derivada direccional de z(x,y) en (O,x/E) respecto de la direccion
(1 1)
v=|—F—=,—~]|.
oy
44.- Sea F:R* 5 R dada por F(x,y,z,t)=x3z+y3t2—1:
a) Probar que la ecuacidon F(x,y, z,t) =0 define a la variable t como funcion de las

variables (x, y, z) en un entorno del punto (0O, 1, 0, 1).

b) Si t=¢(x,y,z) esla funcion del apartado anterior, calcular V¢(0,1,0).

45.- Estudiar si son homogéneas las siguientes funciones indicando el grado de

homogeneidad:

4, .4
a) f(Xry)Zu b) f(x,y)=3x*+4x%y? +5y*
2,2
X 2x
<) fxy)=— y3 d) f(x,y)zz_y2
X“+y X +y
e) f(X,y):(X2+y2)—1/3 f) f(X,y)=X2+3Xy2—15X—12y
g) f(x,y)=90xY3y1/3 hy F(x,y) = xyb
(x3y+x2yz—4xz3\5 1,y
) f(x,y,z):{ J i) fx,y,z)=—InZ
X -2y X2 Z
6., 4,2 5
k) f(Xry,Z):3X2—y2+VX+Z |) f(Xry,Z)zf/X — X3+yz
2z
m) FOxy,2)=In S n) Fx,y,2)-e + iz
\/72
0) f(x,y,z)=e"* P) f(X,y,z)=xIn§+ 2yz +7

46.- Para las funciones del ejercicio anterior, calcular las derivadas parciales. Comprobar

el resultado del teorema de Euler.

10



47.- Dada f(x,y)=x4y2ey/x, comprobar que xs—f+y§—f=6f. ¢Qué se deduce de la
X y

anterior igualdad?

48.- Sea f una funcion homogénea de grado m, tal que f(-1,1)=1 y f(-2,2)=1. Calcular

m.

49.- Sea f una funcion diferenciable y homogénea de grado 2 con g—f(3,2)=3
X

of

8_(3'2): 4 . Calcular f(3,2).

y

50.- De la funcién f(x,y,z) se sabe que es diferenciable, homogénea de grado 3 y que
las componentes de su vector gradiente en el punto (1,2,3) son (5,2,2). éCudl es el valor

de la funcién en el punto (1,2,3)?

(y z)
51.- Sea z=2z(x,y) que verifica la ecuacién FLZ'EJZO' siendo F una funcién con

X X

derivadas de primer orden, la segunda de ellas no nula. Se pide:

a) Demostrar que z = z(x,y) es homogénea de grado 1.

b) ¢Es homogénea g—z? En caso afirmativo, éde qué grado? Razona la respuesta.
X

52.- Sea f(x,y) homogénea de grado 1 con derivadas de segundo orden. Probar que:

1PF_ 1P 1P

2,,2

53.- Sea f(x,y) = Xy . Demostrar que:
x? +y2
2 2 2,2 2
X28f+y28f=2xy —2xy£.
ax? Iy’ x2+y? oxdy
2 2 2
tgx +y“+2z

54.- Dada la funcion f(x,y,z)=e Xy

a) Comprobar que es homogénea de grado O.

b) Calcular xa—f(x,y,z)+yif(x,y,z)+28—f(x,y,z).
ox ady oz

11



55.- Sean f,g:R3—>R funciones diferenciables y homogéneas de grados 4 y 1,

respectivamente. Probar que si h(x,y,z)=f(x,y,z).9(x,y,z), se verifica:

x Dy y Pix,y, 2+ 28 (x,y,2) = 5hix,y, 2).
ox ay oz

56.- Sea f(x,y) diferenciable tal que z(1,1):1, i(l,l):l, fa,n=2, £(1,2)=1,
ox ay ox

E?—f(l,Z) =1, f(1,2) =5. Decir si f es homogénea y en caso afirmativo de qué grado.
y

57.- Sea f(x,y) = e’ se pide:
a) Calcular las curvas de nivel de f(x, y) y representarlas graficamente.
b) Calcular Vf(2,1).

c) Calcular la derivada direccional de f en el punto (2,1) segun la direccién
(1 1)
2%

x =2 +Int?

d) Teniendo en cuenta , calcular Z—Z(l).

y==¢€

58.- Sea la funcién f(x,y) = In(1 + x> + 2y?). Se pide:
a) Calcular el dominio de f.
b) Calcular el vector gradiente de fen (x,y).
c) ¢Es la funcién f diferenciable?

d) Calcular la derivada direccional de la funcidon f respecto de la direccion

( 1 1 J en el punto (1,1)
22 o

e) ¢Verifica la funcion f las condiciones del Teorema de Schwarz?

f) Utilizando el resultado del apartado anterior, calcular la matriz Hessiana de f en

(X, ¥).

12



59.-

60.-

61.-

W2

Sea la funcién f(x,y) = In( 4 +1j—1.
X

a) Determinar las curvas de nivel de la funcion y representarlas graficamente.
b) Calcular Vf(1,2e).

(@Q\
22

c) Dado el vector v :L J , calcular la derivada direccional f, (1,2e).

d) Probar que la curva de nivel 0 de f define implicitamente a la variable y como

funcion de la variable x. Derivando implicitamente calcular y'(1) .

y .
X+2y

Considerar la funcion de dos variables f(x,y) =

a) Determinar su dominio y representarlo graficamente.

b) Determinar y representar las curvas de nivel de f.

c) Probar que no existe el limite lim  f(x,y).
(x,¥)—(0,0)
d) Determinar los pares (a,b) e R? tales gue la ecuacion f(x,y) = 5 define a la
a+

variable y como funcidon de la variable x en un entorno del punto (a,b). Para cada

uno de los pares anteriores, calcular y'(a) por derivacion implicita.

Sea F(x,y,z):xzzy+exz—zzy+4y:

a) Sin calcular las derivadas parciales, razona si la siguiente igualdad es cierta:
x Loy, 24y Ly )+ 2 (x,y,2) = 4F(x,y,2).
ox oy 0z

b) Calcular VF(0,2,1).

c) Calcular la derivada direccional de F(x,y,z) respecto de la direccion

(1 -1 -1)

LT' T TJ en el punto (0,2,1).
3 V3 3

d) Demuestra que la ecuacion F(x,y,z) =7 define a x como funcién implicita de y, z

(x = f(y, z)) en un entorno del punto (0,2,1).
e) Calcular Vf(2,1).

(1 -
f) Calcular la derivada direccional de f(y,z) respecto de la direccion Li, 1

. }en el

o

punto (2,1).
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62.- Sabiendo que la oferta de un bien en funcidén de su precio p es:

p2

S(p)=1 20
2p-15 si 10<p<30

si 0<p<10

a) Determine el dominio de la funcién de oferta.

b) ¢éCual es la oferta si el precio es de 5 unidades monetarias?
63.- La demanda de un bien en funciéon de su precio viene dada por una funcién de la
forma D(p)=ap2 — b . Determinar los valores de a y de b sabiendo que D(8) = 1 y que

lim D(p)=5.
p—0
64.- El coste total de producir g unidades de un articulo es C(q) = 4q3 - 6q2 +18g+12.
a) Calcule el coste de producir 1 unidad.
b) Si se producen 20 unidades, éCual es el coste medio de producir cada una de
ellas?
c) Escriba la funcién de coste medio.
d) Escriba la funcién de coste marginal.
65.- El beneficio, B(p), que obtiene una empresa conocido el precio de venta del
producto, pe[2,6], viene dado por dos segmentos rectilineos cuyas pendientes son en
ambos casos 0'2. Ademas se sabe que B(3) = 50 y que al ir aumentando el precio y pasar

de 4 unidades monetarias se pierde una subvencién que hace bajar el beneficio en 10

unidades. Escriba y represente esta funcion de beneficio.

66.- La funcion de costes segun el numero de horas trabajadas, x, es de la forma

ax*+b si xe[0,100] _ _ _
C(x) = . Determine a, b, ¢ sabiendo que C(x) es continua,
cx si x e (100,200]

que la pendiente de la recta tangente en x = 50 es 8 y que 121 horas trabajadas suponen

un coste igual a 990.

67.- La funcién de produccién de un bien es Q(K,L)=83\/K2L , donde Q es la cantidad de

produccion, Ky L la cantidad de inputs capital y trabajo respectivamente.

Demostrar que la productividad del trabajo es una funcién de la ratio capital-trabajo (sélo

depende de la proporcién entre el capital y el trabajo).
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68.- Sea la funcion de produccion de una empresa Q(K,L) =2K2L>, donde K es el capital,

L el trabajo y Q la produccion obtenida.
a) Suponiendo que se estan utilizando 9 unidades de capital y 32 de trabajo, équé
input se deberd aumentar para generar un mayor incremento de la produccion,
suponiendo que el otro se mantiene constante?
b) Suponiendo que se estan utilizando 9 unidades de capital y 32 de trabajo, écudl
seria aproximadamente la variacion de la produccidn si se incrementa en 2 unidades

el capital y en 1 el trabajo?

c) Sin realizar las derivadas, calcular la expresidon Kg—g(K,L) + L%—(LQ(K,L).

69.- Una empresa produce dos productos en cantidades g, Y g, respectivamente, siendo

sus ingresos I(q;,q,) = q;q, . Cada uno de los productos tiene una funcidon de produccion

que depende del capital K y del trabajo L que vienen dadas por:
q,(K,L) =3K + 2L, g, (K, L) = 6VK2L
ol ol o . .
a) Calcular a_K(K'L)'a_L(K'L) cuando se utilizan 4 unidades de capital y 9 de

trabajo.

b) éSon homogéneas las funciones de produccidon?, éde qué grado?

c) Sin hacer las derivadas, calcular K§—/‘2(K,L)+L§—i(K,L).
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