1.-

TEMA 1. MATRICES

Matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales

Dadas las matrices:

A=1 -1 B 2 -10 c-l-1 0
0 3 -1 1 4
Calcular, si es posible, las siguientes operaciones con matrices:
a) A B b) B-C c) At .B d) A-B-C e) B+C At

Dadas las matrices Ae M35, Be My y, Ce Mgy De Moy,

a) Justificar cuales de estos productos se pueden efectuar: AB, AC,AD, BC, CD.

b) ¢El resultado de alguno de ellos es una matriz cuadrada?

5 4 2
Dada la matriz A= 2 -1 1
-4 4 -1

a) Comprobar que A2 =2A - I.

b) Usando el resultado anterior, calcular A%,

Calcular una matriz X que conmute con la matriz A = (_11 gj, esto es, AX = XA.

0 2 -1
Dada la matriz A=|{0 0 1 |, probar que A3 es la matriz nula.
00O

Demostrar que la matriz I3 + A+ A? es la matriz inversa de I3-A.

En un centro de idiomas, el total de alumnado de inglés, francés y chino se distribuye
en cuatro niveles tal como indica la matriz A. Ademads, estas clases pueden
impartirse en aulas con laboratorio de idiomas o sin él. El precio por hora viene dado

en la matriz B.

I F C
I (10 12 14 I IT I 1v
A=1I |17 10 12 B= Lab 8 8 10 12
IIT |15 16 10 No Lab [6 7 8 9j

v (8 12 4



Utilizando el cdlculo matricial, calcular lo que ingresa el centro por hora de clase en

cada idioma segun sea de aula con laboratorio de idiomas o sin él.

8.- Una asociacién de consumidores quiere comparar los precios, en euros, de cuatro
productos basicos en tres supermercados distintos y obtiene los siguientes datos
(expresados de forma matricial):

PR P P Py
S 1 5 2 3
S, |15 45 1,8 3,6
Ss (1,2 54 2,2 3,5

9.- Para comparar el gasto de una familia segun la tienda elegida, consideramos la
compra semanal de unidades de cada producto. Las cantidades correspondientes de
cada producto son 2, 1, 3 y 4 respectivamente. Comparar el gasto semanal de una
familia segun la tienda elegida utilizando calculo matricial.

10.- Calcular:

325 21 3 3150
a) |21 4 b) | 4 5 <) 546 3
316 ) 1 321
6 75 4
7 6 8 5 1 3 21 -1 1 1 1
c|)67106 e)3532 f) 1 -1 1 1
7 8 8 9 3622 1 1 -1 1
8 7 9 6 6 4 5 3 1 1 1 -1
1 1 1 1 0111 3111
g)1—111 h)1011 I)1311
1 1 -1 1 1101 1131
1 1 1 -1 1110 1113
3400 3412 (1) S 1 f 1
j 4200 ky [0 3153 D 11000
0010 0 027 00112
0 001 0 00 4 1221 1
1 2 3 45 00O0O01
-1 0 3 45 00021 0 a b
m) -1 -2 0 45 n) oo 3 2 1 A) (a 0 ¢
-1 -2 -3 05 0 4321 b ¢ O
-1 -2 -3-40 54 321




a b b x 1 1 X+a b c
o) | b a b p) |1 x 1 q) a x+b ¢
b b a 1 1 x a b X+cC
a 3 0 5
O b 0 2
r)
1 2 ¢ 3
0O 0 0 d
4 x 6
11.-Resolver la ecuacion | 5 7 12 |=0.
3 -1 «x
12.- Demostrar:
X y X+y 1+x 1 1 1
a) y X+y X = —2(x3 + y3) b) 1 1-x 1 112 x22
. X 1 1 1+2z 1
y y 1 1 1 1-z
(2 4 1)
13.-Dada A=| 6 -3 2 |:
4 1 3
a) Calcular ‘A—/ll3 ,con AeR.

b) Resolver la ecuacién |A- 15| =0.

-3 0 0 O
14.-Dada A= 1400 :

21 5 0

0O 3 -2 1

a) Calcular |[A- 4I4|, con 1€ R.
b) Resolver la ecuacién |A-Al4|=0.

X y z

15.- Sabiendo que =1, obtenerelvalorde | 3x+3 3y 3z+2

= W X
= O X<
= N N

x+4 y+4 z+4
16.- Sean A,BeM4 con |A|=3, |B|=-2. Calcular:

a) |24l b) ‘%B‘. c) |BA!|.



d) |(BA) |. e) (B AIB) |. f) ‘A‘l‘.
g) ‘(AB)_I‘. h) [s87. i) ‘(ZA)_I‘.

17.- Calcular el rango de las siguientes matrices:

12 2 2 -4 2 03
A=l0 1 B=|-1 3 4 c=l4 10
10 1 -2 -3 10 15
c 10 15 2 -1 0 1 3 (12 3)
b-l> 4 & gt 012 30 1111
L 5 3 3 -1 -1 3 6 335
5 2 -1 4 9 03 4
1 2 1 0 2
(1121 (02 1 -12) 0 1 2 -1 1
G=| 2 13 H=L10—1 32J I=[1 2 0 -2 1
11 1 04 2 -2 4 2 1 3 -3 4
32 12 3 2 2 2 5
2 4 3 4 1 8
;1 20 21 4
3 6 3 -6 6 3
2 4 2 -4 4 2

18.- Calcular, segun los valores reales del parametro a, el rango de las siguientes

matrices:
S L
A=|2 1 3 B= B C= -
a3 -2 0 1 -1 3 0

5 1 a
-1 0 4 3 4 2 0 a

19.- Estudiar si las siguientes matrices son invertibles (regulares). En caso afirmativo,

calcular la matriz inversa.

01 2) 120) 111)
A=230J B=020J cC=/ 011
4 5 7 021 001
(03 1) (1_1 3\ 1001)
D= -30-2J E=| 0 4—2J F= 2(1)18
-1 2 0 _ _
2 68 0101



(2 211 1)
G| 0 010
2 1 11
00 01

20.- Estudiar la existencia de la matriz inversa segun los valores de me R . Calcular la

matriz inversa en los casos que sea posible.

[ _ )
Az{l_m 2 J B-| mo > | c=| 1 1-m 4
3. 2-m 2 3-m 0 1 1-m
(m 9 4\ ( 1 1 1 ) -1
D= 4 m —1J EZL m 1 0 J F= m-11
77 7 1 3 m-1 0
m 1 -1 m 1 1
G=|1 2 1 H=|1 m 1
3 -1 1 1 m
1 00 i -3 5 12 3
21.- Dadas las matrices B=|0 1 0|, C= B y D= :
-2 4 -6 010
0O -1 m
a) ¢Para qué valores de m existe B 1>
b) Para m =1, calcular B1.
c) Para m=1, hallar la matriz X talque X -B+C=0D.
(1 1 1\ (1 2 —1\
22.-Dadas las matrices sz 10 1J y B=| 0 -3 1 |, calcular la matriz A que
011 2 0 1

verifica P"1AP = B.

23.-Justificar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Si A es una matriz 2x2 cuyo rango es 2, su rango no varia si le afladimos una fila

0 una columna.

b) Si X - AX =B, entonces X = (I-A) ' B.

c)Si A =(_1 2 J, entonces (A+I)* =6I.

3 -1



d) Si AB=BA, con A y B dos matrices cuadradas del mismo orden, entonces
(AB)' = AtBt,
e) Si a una matriz de 3 filas y 3 columnas cuyo rango es 3 le quitamos una fila y una

columna, entonces su rango sera 2.

1 2 3 4
f)Elrangode M =4 3 2 1 es3 si k=0.
555 k?-1

g) Si A es una matriz regular y (B —-C)-A=0 (matriz nula), podemos asegurar que
B=C.

24.- Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones

lineales:
X+y—-z=3 x+y-z=1 X+y-2z+t+3s=1
a) 5x-y+2z=5 b) x+2y+z=2 C) 2x-y+2z+2t+6s=2
-3x+3y-4z=1 x+3y-z=0 3x+2y-4z-3t-9s=3
3x-y+z=0 X+y+z=0 8x+7y +14z =x
d) x-3y+z=0 e) x+2y+2z=0 f) x-y-z=2z
X+5y-2z=0 X+3y+4z=0 4x +5y +8z =y
X+y+z+t=0 X+y+2z+t=3 X+y+z+§i8
g)x+3y+2z+4t=0 h) X+3z=-1 i x+y+z—t:0
2x+z-t=0 3Xx+y +8z+t=7 Xty-z+t=

X-y+z+t=0

25.- Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

segun el valor del parametro que aparece:

mx+y—-z=1 mx+y+z=m X+y+z=m
a) x+2y+z=2 b) x+my+z=1 c) x+(A+m)y+z=2m
x+3y-z=0 X+y+mz=1 X+y+z=4
x+my-z=0 mx+y+3z=3 x-2y+z=-1
d) 2x-3y-2z=0 e) x-y-z=0 f) X+y+3z=4
X+2y+z=0 5x-3y-2z=6 5x-y+mz=10
4X +2y +Z =mx 3X+y+az=a-2
g) 2x+4y +2z=my h) ax-y+z=a-2
2x+4y +8z=mz X+2y+z=0



(11 m )
26.-Dada la matriz A:{ 3 2 4m J con me R:
21 3

a) ¢Para que valores del parametro m, es la matriz A invertible (regular)?

b) Resolver el sistema lineal AX = 03 utilizando el apartado anterior.

\ (%)
I

0 a

\ (
1—aJ, B=
0

a) Discutir en funcién de a el sistema AX =B.

, con a un

o o =
= O O

(
27.- Considerar las matrices A:{

o R QO

aZ
a3

~ N < X

parametro real.

b) En los casos que sea posible, calcular las soluciones de AX = B.

11 1 1
. 1 2 0 3 . . .
28.-Dada la matriz A = 5 3 1 4l discutir y resolver en los casos que sea posible el
-1 0 -2 1
sistema AX =0.
4 2 0 X
29.-Dada la matriz A={2 1 0/, razonar si existe alguna matriz X =|y | no nula que
001 z

verifique la siguiente igualdad y, en caso afirmativo, calcularla:
a)AX=X
b) AX = 3X

30.-Sean A, B,C,De M(4) tales que:

|A|+7|B|+|C|=0
|Al+|DI=0

a) Probar que el sistema lineal anterior es un sistema compatible indeterminado.
Ademas, si | A|= 0entonces | D | 0.
b)Si|C|=3y|D|=10, calcular | 2B].

31.-En un mercado con competencia perfecta las funciones de oferta y demanda de los

bienes estan dadas por:

Qg =10-2F +4F, Q,, =10+5F, - 3R,

Q,=20+3F -2F, Q,,=30-7R +5P,



Donde Ql.d es la cantidad demandada de bien J, QI.S es la cantidad ofertada de bien i

y P. es el precio de mercado del bien /i, para i=1,2. Calcular los precios para los que
1

el mercado esta en equilibrio y la cantidad demanda y ofertada de cada bien en esta

situacion.

32.-La condicidn de equilibrio para el precio de tres bienes en un mercado queda

determinada por la siguiente condicion:

11P, R -R, =31
R + 6P, -2P, =26

-F-2R,+7R, =24
siendo Pl, P2 y P3 los precios de estos tres bienes. Calcular el precio de equilibrio de
cada bien.

33.-Para la construcciéon de un almacén se necesita una unidad de hierro y ninguna de
madera. Para la construccion de un piso se necesita una unidad de cada material y
para la construccion de una torre se necesitan 4 unidades de hierro y una de
madera. Si poseemos una reserva de 14 unidades de hierro y 4 de madera, se
pregunta:
a) ¢Cuantos almacenes, pisos y torres podemos construir de forma que utilicemos
todas las reservas?
b) Sabiendo que el precio de un almacén es de 1.200.000 €, el de un piso 400.000€
y el de una torre 800.000€, ¢hay alguna combinacién que cueste 7.200.000€?

34.-Hallar un numero de tres cifras sabiendo que éstas suman 9, que si al nUmero dado
se le resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras, la diferencia es 198, y

gue la cifra de las decenas es la media aritmética de las otras dos.

35.-Dos amigos invierten 20.000€ cada uno. El primero coloca una cantidad A al 4% de
interés, una cantidad B al 5% de interés y el resto al 6%. El otro invierte la misma
cantidad A al 5%, la B al 6% vy el resto al 4%. Determinar las cantidades A, By C

sabiendo que el primero obtiene unos intereses de 1.050€ y el segundo de 950¢€.

36.- Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10€, 20€ y 50€ y un total de 2.000€. Si
el numero de billetes de 10€ es el doble que el numero de billetes de 20€, calcular

cuantos billetes hay de cada tipo.

37.-Se dispone de tres cajas A, B, C con monedas de 1€. Se sabe que en total hay 36€.

El nimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las monedas de las otras dos

8



cajas. Si se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A, ésta tendra el doble de

monedas que B. Averiguar cuantas monedas habia en cada caja.

38.- Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de euros.
Vendiéndolos, espera obtener de ellos ganancias del 20%, del 50% y del 25%,
respectivamente, con lo que su beneficio seria de 600.000€. Pero consigue mas,
pues con la venta obtiene ganancias del 80%, 90% y 85% respectivamente, lo que

le da un beneficio total de 1,7 millones de euros. {Cuanto le costé cada objeto?

39.-Una empresa dispone de 27.200 euros para actividades de formacion de sus cien
empleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, B, C. La subvencién por persona para el curso A es de
400€, para el curso B es de 160€ y de 200€ para el curso C. Si la cantidad que se
dedica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, écuantos

empleados siguen cada curso?

40.- Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fabrica abastece a 3 tiendas que
demandan toda la produccién. En una cierta semana, la primera tienda solicitd
tantas unidades como la segunda vy la tercera juntas, mientras que la segunda tienda
pidid un 20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera tienda mas la

tercera parte de lo pedido por la tercera. ¢Qué cantidad solicité cada una?

41.-Una inversionista le afirma a su corredor de bolsa que sus acciones son de tres
compaiiias: Delta Airlines, Hilton Hotels y McDonald’s y que hace 2 dias su valor bajé
350€ pero que ayer aumentd 600€. El corredor recuerda que hace dos dias el precio
de las acciones de Delta Airlines bajo 1€ por accion y el de las de Hilton Hotels
bajaron 1.5€, pero el precio de las acciones de McDonald’s subié 0.5€. También
recuerda que ayer el precio de las acciones de Delta subié 1.5€ por accién, el de las
de Hilton Hotels bajé otros 0.5€ por accién y las de McDonald’s subieron 1€.
Demostrar que el corredor no tiene suficiente informacion para calcular el nUmero de
acciones que posee la inversionista en cada compaiiia, pero que si ella dice que tiene
200 acciones de McDonald’s, el corredor puede calcular el nUmero de acciones que

tiene en Delta y Hilton.



Diagonalizacion de matrices cuadradas

Considerar los vectores u= (1, -3,2)y v= (2, -1, 1) de R3:

a) Escribir, si es posible, los vectores (1, 7, -4) y (2, -5, 4) como combinacion lineal
deuyv.

b) ¢Para qué valores de x es el vector (1, x, 5) una combinacién lineal de u y v?
Los vectores v; =(1,1,-1), v, =(2,1,3) y v3=(5,2,10) de R?’, éson linealmente

independientes? En caso de no serlo hallar la relacion de dependencia.

Dados los vectores u; =(2,-1,0), 4, =(0,1,-1) y U3 =(8,3,1) de R3, estudiar si son

linealmente dependientes o independientes.

Dados los vectores de R? un =(1,0,-1,0), wn=(203-1), uz3=(1,1,-1,1) vy
us =(2,1,-2,1), estudiar si son linealmente independientes. En caso de no serlo

hallar la relacidon de dependencia.

Dados los vectores de R* vi =(,1,00m), v, =(3,-1,n,-1) y v3=(-3,5,m,-4),
determinar los valores que han de tomar los parametros m y n para que los tres
vectores sean linealmente dependientes.

Seanu =(-1,0,0),v=(1,1,00yw = (-1, 1, -1) vectores de R3:

a) Demostrar que {u,v,w} es una base de R3.

b) Hallar las coordenadas respecto de esta base del vector cuyas coordenadas
respecto de la base canodnica son 1, 0, 2.

c) Hallar las coordenadas respecto de la base candnica del vector a =3u -1v + 5w .
Sea Ae Mn, A€ R un valor propio de Ay xe R" vector propio de A asociado a 1.
Probar que:

a) AP es valor propio de AP y x es vector propio de AP asociado a AP,Vpe N

b) |A|=0« A1=0 es valor propio de A.

c) Si A es regular entonces 1 #0. Ademas, 171 es valor propio de A1 y X es

vector propio de AL asociado a 171.

10



8.-

9.-

10.-

11.-

( )
Dada la matriz A ={ J , aplicando la definicién de valor y vector propio, se

W N~
o = O
N O O

pide:

a) Estudiar si 3 es o no valor propio de A. En caso afirmativo, buscar los vectores
propios asociados.

b) ¢Son los vectores (1,1,1) y (0,0,1) vectores propios de A? En caso afirmativo,

buscar el valor propio asociado.

1 4 4
Dada la matriz A=|0 2 0] , aplicando la definicién de valor y vector propio, se
0 3 -1

pide:

a) Estudiar si 1 es o no valor propio de A. En caso afirmativo, buscar los vectores
propios asociados.

b) ¢Son los vectores (0,1,1) y (-1,0,1) vectores propios de A? En caso afirmativo,

buscar el valor propio asociado.

( )
Sea A :L ; Z J con a,be R . Calcular los valores de los parametros a y b para que

el vector (2,-1) sea vector propio de A asociado al valor propio 2.

Para cada una de las siguientes matrices, calcular los valores propios y los vectores

propios asociados a cada valor propio.

(03 0) (22 1) (1 -3 3)
A=l -1 4 0 AZ:{—ZIZJ A3={3—5 3J
02 -2 1 22 6 -6 4
(10 0) (01 1) (4 4 g)
A,=| 00 -1 A=| 101 Ai=| 3 -4 6J
01 O 110 1 -2 3
(2 o0 -2 (24 3) (1 2 2
A=l -3 -1 2 Ag = —220J Ay=| 2 -1 2
2 0 -2 3002 2 2 3
11 -2 1 11 0 2 321
01 3 0 1 -1 0 2 322
Ao = A4 = A~ =
107100 2 0 11 0 -2 0 12702 212
00 0 2 1 1 0 -1 11 00



12.- Para cada una de las matrices del ejercicio anterior, indicar razonadamente si es
diagonalizable o no. En caso afirmativo, dar una matriz semejante diagonal, la

matriz regular de paso y escribir la relaciéon que hay entre la matriz A; y estas dos

matrices

( )
13.-Sea A ZL 3 t2) J con a,be R. Calcular los valores de los parametros a y b para que
a

A tenga como valores propios 1 y -1. ¢Es A una matriz diagonalizable?

3

1
14.- Una matriz Ae M2 verifica las siguientes condiciones: A [ 1] = (1

] y (2,-1) es vector

propio de A asociado al valor propio A=-2. Hallar la matriz A indicando si es

diagonalizable o no. En caso afirmativo dar una matriz semejante diagonal D y la

matriz de paso P tal que D = PLlAP.

(a 1 p)
15.- La matriz A={ b 2 qJ admite como vectores propios (-1,-1,0), (1,0,-2) y
c -1 r

(0,-1,1) asociados a los valores propios 3, 0 y 3/2 respectivamente. Se pide:

a) Hallar los elementos desconocidos de A.

b) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo, diagonalizarla.

16.- Encontrar una matriz AeM3 no diagonal de valores propios -1, 1, 2 con vectores
propios asociados (1,0,-1), (-1,1,0), (3,-3,1) respectivamente.

17.- Encontrar una matriz A e M3 gue cumple las dos siguientes condiciones:

. 2,1 =-1 es un valor propio doble con vectores propios asociados los vectores
de R3 no nulos del conjunto {(x,y,z)e R3 | x = z}.
o /12 =3 es un valor propio simple con vectores propios asociados los vectores

de R3 no nulos del conjunto {(x,y,z)e R3 | x+y =0,z= OJ.

(1 0 3)
18.- Considerar la matriz A =L 3 -2 3 J con ae R.
3 01

a) ¢Para qué valores del parametro a A= -2 es valor propio de A?

b) ¢Para qué valores del parametro a es la matriz A diagonalizable?
12



(1 00 o)
19.- Considerar la matriz A = -1 01 -1
1 2 O
0 -1 1 1

a) Hallar sus valores y vectores propios. ¢Es A diagonalizable?
b) Comprobar que se cumple que el determinante de la matriz A es el producto de

sus valores propios y la traza de la matriz A la suma de sus valores propios.

20.- Calcular A" Vne N en cada uno de los siguientes casos:

( \ ( \ (1 00 (2 1 3
a)A:LO ZJ b)A=L2_1Jc)A=Lo_1 on)A= 0 1 -1
1 -1 3 -2 0 02 o 0o 3

21.- Determinar para qué valores de los parametros b,ce R las siguientes matrices son

diagonalizables. En los casos que lo sea, encontrar una matriz diagonal semejante a

la dada.
(5 00 (b c o) (1 2 7)
A1=L0—1 bJ A2=L010J A3=LO le
3 0c¢ 00 2 0 01

22.- Para cada una de las siguientes matrices AI., i=1,2,3, encontrar si es posible una

matriz regular P y una matriz diagonal D de forma que D = P‘lAI.P.
(2 o0 o) (
A=l 0 -2 -1 A, =L
0 -1 -2

) (
1J A3={
1

1 -2 0

23.- Dada lamatriz A={-2 0 a | con a un parametro real:
0 a -1

1
1
1

N O -
~

1
1
1

= O N
o w o

a) ¢Para qué valores de a la matriz A es diagonalizable?
b) Para @ = 1, encontrar, si es posible, una matriz regular P y una matriz diagonal D

de forma que D =P LAP.

24.- El polinomio caracteristico de una matriz A de orden 3 es P(1) = -1 +211-20. Con

estos datos, justificar si A es invertible (regular) y si A es diagonalizable.
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25.- El polinomio P(1)=A"+A*-54>-54*+41+4 es el polinomio caracteristico de

una matriz cuadrada A.
a) Determinar la dimensidén n de la matriz A.
b) Determinar los valores propios y su multiplicidad.

c) Determinar el rango de A.

_lA-l
2

d) Calcular, si es posible, A'l‘ y

e) Calcular los valores propios de A% y su multiplicidad.

(11 0)
26.-SeaA=| 2 0 O
11 2

a) Calcular valores y vectores propios de A.
b) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo calcular una matriz semejante diagonal

D y una matriz P tal que D = PlapP.
c) (Existe algun valor del parametro real a para que (3, -6, a) sea vector propio de
A?
27.-Sea A una matriz de orden 3 cuyo ©polinomio caracteristico es
p(A)=-2*-21>+51+6:
a) Calcular los valores propios de A y el determinante de A.
b) Razonar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
i) El sistema de ecuaciones lineales homogéneo AX =0 es compatible

determinado.
i) Existe una matriz D diagonal y una matriz P regular tal que D = Plap.

28.- Dada una matriz A de orden 4 simétrica cuyos valores propios son 1, 3y -5 doble:

a) Razonar si existe la matriz Al y, en caso afirmativo, calcular su determinante.
b) ¢Cuanto vale el rango de la matriz A + 514?

c) Discutiry, si es posible, resolver el sistema AX = 2X.

(m o o)
29.- Sea A ={ 0O 1 -1 J con m numero real. Se pide:
0 -1 1
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30.-

31.-

32.-

a) Estudiar la existencia de la matriz inversa de A segun los valores del pardmetro

real m. Calcula, cuando sea posible, A™.
b) Determinar los valores del parametro m para que A sea diagonalizable.

c) Calcular el polinomio caracteristico y los valores propios de la matriz A.

d) Para m=0 calcular una matriz diagonal D y una matriz P tales que D = P'AP.

-1 0 -3
Dada la matriz A=| 3 3 3 |, se pide:
-3 0 -1

a) Calcular los valores propios de A.

b) Calcular los vectores propios de A.

c) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo, calcular una matriz regular P y una
matriz diagonal D tales que D = Plap.

d) Calcular los valores propios y los vectores propios de A3.

e) (Es A3 diagonalizable? En caso afirmativo, calcular una matriz regular £ y una

matriz diagonal D tales que D = P1AP.

1 4 4
Seala matriz A=|0 2 O
0 3 -1

a) ¢Es (0, 1, 1) un vector propio de A? En caso afirmativo, calcular sus valores
propios asociados.

b) Comprobar que A es una matriz diagonalizable.

c) Encontrar una semejante diagonal D y una matriz regular de paso P. Indicar la

relacién entre estas matrices P, Ay D.

d) Utilizando el apartado anterior, indicar cémo se puede obtener la matriz A™.

Sea una matriz Ae M, con valores propios 2 (doble), 1 y -1 y cuyos vectores propios

asociados son:
. Para A =2 los vectores no nulos de la forma (a, -b, a, b, 0).
. Para 1 =1 los vectores no nulos de la forma (¢, ¢, ¢, ¢).
. Para 1 =-1 los vectores no nulos de la forma (0, 0, d, -d).
a) Determinar la ecuacién caracteristica de A.

b) Comprobar que A es diagonalizable y dar una matriz regular P y una matriz

diagonal D tales que D = P 1AP.

15



c) Dar todos los valores propios de A* y, para cada uno de ellos, los vectores

propios asociados.
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1.-

TEMA 2. FORMAS CUADRATICAS REALES

Considerar la forma cuadratica Q(x) de matriz asociada
(—110\ (324\ (111\ (2 0
A=l 1 -2 1 A2={202J A3=L111J A,=| 0 -2 1
0 1 -1 4 2 3 111 0 1 -2
Se pide:
a) Expresar Q(x) en forma polindmica.

b) Encontrar, por el método de valores propios, una expresién diagonal para Q(x).
c) Clasificar Q(x).

Considerar la forma cuadratica Q(x) de matriz asociada

(100\ ( 0 -1 1\ (324\
Alzto 2 ZJ A=l -1 10 A3={2 0 ZJ

022 1 0 1 4 2 3
Se pide:

a) Expresar Q(x) en forma polindmica.
b) Encontrar, por formacion de cuadrados, una expresion diagonal para Q(x).
c) Clasificar Q(x).

Para la forma cuadratica Q(x, y, z) =2x? + 5y? + 522 + 4xy — 4xz - 8yz se pide:
a) Encontrar una expresion diagonal para Q.

b) Clasificar Q.

Para cada una de las siguientes matrices, se pide:

a) Encontrar una matriz diagonal congruente con la matriz dada.

b) Clasificar la forma cuadratica que representa.

(21 2) (41 1) (2 2 1)
A1le 1 1J A2:L1 4 lJ Aj=| -2 1 -2
21 4 11 4 1 -2 -2
( 5 -2 0 —1\ (_1 1 0 1\ ( \
-2 2 0 1 1 -1 0 1 101
A= A = A= 0 4 1
O 0 1 -2 0 0 -2 0 11 4
-1 1 =2 2 1 1 0 -1

17



(2 2 2)

R
-2 4 0

Clasificar segun su signo las siguientes formas cuadraticas:
a) Q(x, y)=3x%—4xy+7y°.
b) Q(x, y)= x? +y2 +2xy .
c) Q(x,y)=6xy- 2x% - 5y2.
d) Q(x, y)=4y® +8xy.
e) Q(x,y,z)=y2+2xy+2yz.
f) Q(x,y,z):x2+4y2+22+2xz+2xy+4yz.
g) Qlx,y, z)=x2+2y2+zz+xz+2xy+2yz.
h) Q(x,y, z)= 4x2 +4y2 + 722 - 4xy.
i) Q(x,y, z)=2xy+2xz+2yz.
i) Qx,y, z)=x%+y%+ 2%
k) Q(x,y, z)= —4x2 + y2 +32%2 +3xz + yz.
) Qlx,y, 2)= 2x% +2xz +3y2 +222.
m) Q(x, y, z)= 2x2 - y2 +32% - 3xy +4yz - 2xz.
n) Qx,y, z)= x? + 10y2 +6xy .
o) Q(x,y,z)=x2+4y2+322+4xy+2xz+4yz.
P) Q(x,y, z,t)=2xz -3yt +2xt —t2.
Q) Qx,y, z)=x%-y? -2z +2xy + 4yz.
r) Qx,y, z)=2xy +4yz - 4xz - x> - y> + 42°.

2

Demostrar que Vx,y,ze R se cumple x2 +y2 +Z°2Xy+XZ+yz.

Determinar para que valor de ae R las siguientes formas cuadraticas son

semidefinidas indicando si es positiva o negativa.

a) Qx,y, z)= x? + 2y2 +az® - 2xz.

18



8.-

9.-

10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

b) Q(x,y, z)=x%+ay? +az® +2yz.
Clasificar segun los valores de pBeR la forma cuadratica de expresion
Qlx, y,z,t)= x2 +y2 + 2% +12 + 28yt +2pxz.

Estudiar, segun los valores del parametro a, el signo de la forma cuadratica de

(a20)
matriz asociada A =L 2 a 3 J
0 3 3

“\
|

-
_

Considerar la forma cuadratica de matriz asociada A= . ¢Es definida

o+ oW
N D =N
N O

negativa para algun valor del parametro a?
Clasificar las siguientes formas cuadraticas restringidas:

a) Q(x, y)=2x2 +y2 +2\/Exy sobre S ={(x, y)e R2 |x—J§y =0}.

b) Q(x,y, z)= x2 + 4y2 +52% + 2xy —2xz+4yz para los vectores x+2y-z=0,
2x -3y +z=0.
c) Qlx,y, z)= 2x2 +y2 —4xy +2yz para los vectores x -y +z=0.

d) Q(x,y, z,t):x2—22+2xz+xt+2yz para los vectores x+y-z=0,y -t =0.

Clasificar la forma cuadratica Q(x, y, z) = x2 +y2 — 27 restringida a:

a) S={(x,y,z)eR3|x+z:O}.
b) S={(x,y,z)eR3|x:y=—z}.
Clasificar Q(x, y, z) = 2x2% + 2y2 +22% + 2xy +2xz + 2yz restringida a:

a) S:{(x, y, Z)e R3 |x—22:0}.

b) S={(0,0,2)|ze R}.

Clasificar la forma cuadratica Q(x, y, z) = X%+ y2 +2%+ 2xy+2xz+2yz sobre el

conjunto Sz{(x, Yy, Z)e R3 |x—y—22=OJ.
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15.-

16.-

17.-

18.-

19.-

Considerar la forma cuadratica Q(x, y, z) = 4x% + 5y2 + 2% — 4xz. Se pide:

a) Encontrar una expresién diagonal para Q.

b) Clasificar Q segun su signo.

c) Clasificar Q restringidaa S = {(x, y, Z)e R3 | X -z = 0} .

b )
0 J, donde b es un
1

o O+
o N O

(
Considerar la forma cuadratica de matriz asociada A =L

parametro real. Se pide:
a) Determinar su signo segun los valores del parametro b.

b) Determinar su signo restringida a los vectores de la forma y =2z para cualquier

valor de b.

Sea Q(x, y, z)= y2 - Xy — xz—-yz. Se pide:
a) Encontrar una expresion diagonal para Q.
b) Clasificar Q.

c) Clasificar segun los valores del parametro o Q restringida al subconjunto

S={(x,y,z)e R3 |x=y=az}.

Sea Q(x, y, z)= 2ax? +y2 + 7% +4axz, con ae R. Se pide:
a) Clasificar Q segun los valores del parametro a.

b) Para a = -1, encontrar subconjuntos S1 y 82 de R3 tales que Q restringida a S1
sea definida positiva y Q restringida a S2 sea definida negativa.

Considerando la forma cuadratica Q(x,y,z) representada por la matriz

(2 3 o)
A ={ 3 -2 0 J, responde razonadamente las siguientes cuestiones:
0 0 -5

a) ¢la forma cuadrética Q admite la expresidon Q(X,y,Z2) = —2X% - 2y% —5227?
b) Justificar si existe algin (xg,yq,2g)€ R3 para el que se verifigue que
Q(xp,Y0:20) > 0.

c) Definir, si es posible, un subconjunto de R3 en el gue la forma cuadratica Q sea

definida negativa.

20



20.-

21.-

22.-

23.-

24.-

Dada la forma cuadratica Q(x,y,z) = 2x2 - y2 —4z% + 4zy . Se pide:

a) Calcular una expresion diagonal para Q.

b) Justificar si existe (xg,yg,2g) € R3 tal que Q(xqg,¥g,2g) <0.

c) Estudiar el signo de Q restringida S = {(x, y,Z)e R3 |y -2z = 0}.

Dada la forma cuadratica Q(x, y, z) = X2+ 3y2 +2%+2xz:
a) Clasificar Q(x, y, z).

b) ¢Puede ser Q()?,V,Z):)?2+3)72+222 una expresion diagonal de Q(x,y,z)?

Razonar la respuesta.

Ante lo elevado del déficit publico de un pais imaginario, el gobierno decide crear un
nuevo impuesto T cuyo importe es funcién de los pagos (o devoluciones en su caso)

por el impuesto de las personas fisicas, R, y de los pagos por el impuesto del

patrimonio, P, de tal manera que T = 2R? + 4P? — 4RP. El gobierno antes de ponerlo
en marcha quiere asegurarse de que la recaudacién por dicho impuesto sera mayor
que cero para cada individuo, es decir, no esta dispuesto a devolver dinero a ningun
contribuyente por este concepto.

Comprobar que el impuesto cumplird su finalidad recaudadora con todos y cada uno

de los contribuyentes.
Los economistas de una empresa aseguran que la funcién de produccién es del tipo:

P=12+K%2-2LK, siendo L y K el nimero de trabajadores y de maquinas
respectivamente. Ademds se sabe que para que funcione cada maquina se necesitan

dos trabajadores. Comprobar que efectivamente, P es una funcién de produccion.
Un inversionista estima que al invertir en tres valores, A, By C, la cartera resultante

X, siendo

tendrd una rentabilidad de U(xl,xz,x3)=2x12—2x§—7x§+2x1x2+6x 3>

1
Xy X5 Y X3 las rentabilidades en el momento de la compra de cada valor A, By C
respectivamente.

a) Analizar si dicha cartera puede generar pérdidas.

b) Valorar cdmo afecta a la respuesta anterior una situacion econdmica en que los
tres productos partiesen de la misma rentabilidad.

c) Si el inversionista sabe que la rentabilidad del producto A es el doble que la de B,

¢habra ganancias?
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