Matematicas 11-Bloque | Tema 1. Programas matematicos

1.-

Para cada una de las siguientes situaciones, escribir un programa matematico que

permita obtener su solucion.

2.-

a) Una empresa produce tres bienes cuyos precios de mercado son: p, =16,p, =12
Yy P3= 20. Su funcibn de costes es C(ql,qz,q3) = ql2 + 2q§ + Sq:,f -2q,0, +25 donde

0,.d,.0; representan las cantidades producidas de cada uno de los tres bienes.

Obténgase las cantidades a producir de cada bien para maximizar el beneficio de la
empresa.

b) ElI volumen de ventas V de un coche es funcion del niumero de anuncios en
prensa, X, y del nimero de minutos de propaganda en TV, y. Estadisticamente se ha

estimado que la relacién entre las tres variables es V =12xy — x2 —3y2. Si un anuncio

en la prensa vale 100 euros, un minuto en TV cuesta 1700 euros y el presupuesto en
publicidad de la empresa es de 30000 euros, determinar la politica 6ptima en
publicidad.

c) Un sastre dispone de 160 metros cuadrados de tela de algodén y 240 metros
cuadrados de tela de lana para hacer vestidos y abrigos. Para cada vestido se utilizan
1 metro cuadrado de tela de algoddn y 3 metros cuadrados de tela de lana y para
cada abrigo 2 metros cuadrados de tela de algoddn y la misma cantidad de tela de
lana. Suponiendo que se vende todo lo que se produce, calcular cuantos vestidos y
abrigos debe hacer el sastre para obtener un ingreso maximo sabiendo que cada
vestido se vende por 150 euros y cada abrigo por 210 euros.

d) En un hospital se quiere elaborar una dieta alimenticia para un determinado grupo
de enfermos con dos alimentos A y B. Estos alimentos contienen tres principios
nutritivos: N1, N2 y N3. Una unidad de A vale 1 euro y contiene 2 unidades de N1, 1
de N2 y 1 de N3. Una unidad de B vale 2,5 euros y contiene 1, 3 y 2 unidades de N1,
N2 y N3 respectivamente. Un enfermo de este grupo necesita diariamente al menos 4,
6 y 5 unidades de N1, N2 y N3 respectivamente. Determinar las cantidades de
alimentos A y B que dan lugar a la dieta de coste minimo .

Calcular para cada una de las siguientes funciones, los maximos y minimos locales y

globales en los intervalos que se indican:

a) f(xX)=x(x-1) en el intervalo [0,1]
b) f(X)=-x(x-1) en el intervalo [0,2]

c) f(X)=Inx en el intervalo [1,e]

d f(x)= iz en el intervalo [-2,-1]
X

e) f(x)=senx+cosx en el intervalo {Og}
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3.- Clasificar cada uno de los siguientes programas matematicos y resolverlos
graficamente:

a) Optimizar x?+y?+8

b) Optimizar Ix? + y? +8

c) Optimizar Jx +y“+8
s.a: y2x" -2

d) Optimizar Jx +y“+8

2
sa: (Yzx -2
y <0

e) Optimizar x+y
s.a: 2x+y <1

f) Maximizar x_ + x

S.a:

g) La funcion de utilidad de un consumidor viene dada por U (x;, X, ) = X;x,, donde x;

y X,representan las cantidades de los bienes 1 y 2 consumidas. Sabiendo que P, Y

p, son los precios unitarios de los bienes 1 y 2 y que el consumidor dispone de una

renta R que debe consumir en su totalidad, calcular la cantidad a consumir de cada
bien si el objetivo es maximizar la utilidad.

4.- Representar graficamente los siguientes conjuntos e indicar si son o no convexos. En
el caso de que sean convexos determinar sus vértices.

a) A:{(x,y,z)e R3|x2+y2+22:1} b) A:{(x,y)eR2|y<x,x+y21}
c) A:{(x,y)e R2|x2+y2S1,ySX2} d) A:{(X1Y)ER2|X2+VZ51’y>X2}

e) A={(x,y)e R2|x=y}u{(x,y)e R2|x=—y}
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5.- Estudiar la concavidad y la convexidad de las siguientes funciones en su dominio de
definicion. Razonar si existen puntos de inflexién y en su caso calcularlos.

x-1

e In x
a) f(x)= b) f(x)=—
X
6.- Indicar si las siguientes funciones son céncavas o convexas en los conjuntos que se
indican:

a) f(x,y)=x2+y2—2xy+10+ex+y,en R?

b) f(x, vy, z):2x2 +5y2 + 4722 — 2xy + 4xz — 4yz, en R
c) f(x,y)=In(xy), en D:{(x,y)e]R{2|x>0,y>0}
d) q(K,L)=AK P, conA, o, >0, o+f<1, en D:{(K,L)eR2|K>o,L>o}

7.- Un consumidor dispone de una renta de 150 euros que gasta integramente en el
consumo de dos bienes: yogures, cuyas cantidades denotamos por X; y refrescos, cuyas
cantidades denotamos por X>. Sabiendo que el precio de cada yogur es de 1,5 euros y el
de cada refresco es de 2 euros, se pide:

a) Determinar si el conjunto formado por todas las combinaciones de consumo que el
consumidor puede comprar es convexo o no. En caso de serlo, ¢cuales son sus
vértices?

b) Supongamos ahora que existe una oferta de promociéon de modo que, por la
compra de 10 o mas yogures, el precio unitario de cada yogur es de 1 euro. ¢Es
convexo el conjunto de combinaciones alcanzables?

8.- Consideremos un individuo cuya riqueza viene dada exclusivamente por los ingresos
derivados de su trabajo, la cual distribuye entre dos bienes: trigo y horas de ocio.
Sabiendo que puede trabajar un maximo de 24 horas al dia, se pide:

a) Representar graficamente el conjunto de combinaciones de consumo alcanzables
si el salario por hora es w = 1 y el precio unitario del trigo es p = 1. (Represente las
horas de ocio x1 en el eje de abscisas y las unidades de trigo X, en ordenadas). ¢Es
convexo el conjunto alcanzable?

b) Supongamos ahora que el salario sigue siendo w = 1 para las 8 primeras horas
trabajadas, mientras que es w' = 1,5 para las restantes, las cuales se consideran
horas extraordinarias. ¢Qué representacion grafica tiene ahora el conjunto alcanzable?
¢Es convexo?

9.- Un consumidor posee una renta diaria de 40 unidades monetarias para el consumo de
dos bienes: tabaco (cuyas cantidades denotamos por x;) y alimentos (cuyas cantidades
denotamos por X2). El precio unitario del tabaco es pp. = 8 y el precio unitario de los
alimentos es p2 = 2.

a) Dibuje el conjunto de combinaciones de consumo que son alcanzables por parte
del consumidor y deducir si es convexo o no.
3
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b) Supongamos gue el gobierno establece un impuesto de cuantia de t = 1 que grava
el consumo a partir de la segunda unidad de tabaco. ¢Es convexo el conjunto
alcanzable?

10.- El sefior X es coleccionista de sellos y monedas, de manera que su nivel de
satisfaccion depende del niumero que tenga de ambos bienes. Concretamente, su utilidad
esta representada por la funcion: u(xl,xz): xf’x%_“, donde xi:>0 denota el numero de

sellos y x2>0 la cantidad de monedasy O<a <1. Se pide:

a) Deducir si la funcion de utilidad del sefior X es cOncava o convexa.

1 . e
b) Supongamos el valor « = E y sea la curva de nivel k. Represente graficamente el

conjunto de combinaciones de sellos y monedas que proporcionan al sefior X un nivel
de satisfaccion mayor que k. ¢Es dicho conjunto convexo? ¢COomo se interpreta la
convexidad de dicho conjunto en términos de satisfaccion?

11.- En la produccién de automoviles, una empresa emplea como factores productivos el
trabajo (L) y el capital (K). La funcién de produccién viene representada de la forma:

Q:AL“K'B, donde Q indica el numero de automoéviles producidos, A es una constante

positivay a, g = 0.
a) Deduzca qué relacidon debe darse entre los parametros a y [ para que la funcion
de produccién sea céncava.
1 1 . . . .
b) Sean A=1, a:E, ﬂzg. Deduzca el conjunto de combinaciones de trabajo y

capital que permiten producir mas de 50 automoéviles y demuestre que es convexo.
¢Coémo interpreta la convexidad en términos de produccion?
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1.- Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de Ila funcion

f(x) = x3 —12x% + 45x —34. Razonar la existencia de extremos relativos Yy en su caso
calcularlos.
2.- Dada la funcion f(x,y)=x Lny.

a) Determinar, si existen, los puntos criticos de f.

b) Determinar, si existen, los extremos locales de f.

3.- Determinar si los puntos (0,0), (1,-1), (%%) son Optimos locales de la funcion

f(x,y) = x3 + y2 — XYy en su dominio de definicion.

4.- Dada f(x,y)= xy2, estudiar si f puede alcanzar el valor maximo en los puntos (0, 2)
y (2, 0).

5.- Dada f(x,y) = x2 — 8y, estudiar la existencia de 6ptimos en su dominio.

6.- Determinar los O6ptimos locales de las siguientes funciones en su dominio de
definicion:

4
a) f(x)=— b) f(xy)=1-yx?+y?

X -1

©) f(x,y)=x4+y4+4xy—2x2—2y2 d) f(x,y)=xy2

-2X
e) f(x,y)=x2-y? f) f(x)=e8 (43 +2x2 —2x - 1)
9 fxuy= (x-y* h) fy) =% +3xy -y?
i) f(x,y)=x4+8x2+y2—4y j) f(x,y):2x2+2xy+y2+2x—3
2
k) f(x,y)=xy D f(x,y)=(x-y+1)
Inx
) fooy) =xPy -y? m) 0 ===
n) fooy)=e XY ) F(x,y)=xyeX*?
0) f(x,y)=x>-3xy? p) f(X,y,2)=x%+y?—2xy +10+ XY
a) f(x,y):3x4—4x2y+y2 r) f(x,y):—x2—5y2+4y+1
ex—l

s) f(x)= ) f(x,y)=(><—y)4+(y—1)2
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1

u) f(x,y)=———- V) f(x,y,z):x2+y2+22—xy+x—22

X +y2
w) f(X,y) = x2y2 X) f(X,Y,2) = 3x°? +5y2 +522 +2yZ + 6XZ — 2Xy
y) f(X,y,z2)=xyz Z) f(x,y,z)=x2+4y2+422+4xy+4xz+16yz

7.- ¢Qué se ha de verificar para que la funcién f(x) = (x — a)4(x + b) alcance un minimo en

X = a?

8.- Hallense los valores de a y b para que la grafica de la funciéon f(x) = ax? + bx alcance

un maximo en el punto (3,9).

-y 2 - =z
9.- Dada la funcion f(x) = e?™” beR, hallar los extremos relativos de la funcién en su

dominio de definicibn sefalando si son maximos o0 minimos segun los valores del

parametro b.

10.- Calcular los 6ptimos locales de la funciéon f(x,y) = x3 + y3 —3axy segun los valores del
parametro real a.

11.- Determinar, si existen, los éptimos locales de f(x,y) = x* +y% — (x - y)3.

12.- Calcular, si existen, los 6ptimos locales de la funcién f(x,y)=ye* —eY en su dominio
de definicién.

13.- Dada f(x) =1- xe*. Se pide:
a) Calcular los extremos relativos de f(x) en su dominio.

b) Calcular los extremos absolutos de f(x) en [-1,1].

c) Calcular Iim f(xX)y Ilim f(x).

X—>+oo X——o0

d) Calcular los extremos absolutos de f(x) en su dominio.

14.- Sea la funcién f(x) = In(L + x?):
a) Determinar su dominio de definicién.
b) Estudiar la existencia de 6ptimos locales de la funcidon en su dominio de definicion
y en su caso calcularlos.
¢) Estudiar la existencia de 6ptimos globales de la funcién en el intervalo [-1, 1] y en

su caso calcularlos.

15.- Sea la funcién f(x,y) = ax? + by2 —4x + 2y + ¢ . Hallar el valor de los parametros reales

a, b y c para que el valor minimo de esta funciéon sea 10 y se alcance en el punto (2,-1).
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16.-

17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

Sea f(X,y) = x3 - y2 +3XYy.
a) Determinar los 6ptimos locales de f en su dominio de definicion.

b) Analizar si es convexo el programa: Maximizar f(x,y) en D = {(x,y) e R? ‘ X < —1}.

Dada la funcion f(x,y) = 9x? + y2 +6xy +1:
a) Determinar, si existen, los extremos locales de f(X,y).

b) Los extremos calculados en el apartado a), ¢son globales?. Razonar la respuesta.

Dada la funcion f(x,y) = xy+£+£:
Xy

a) Determinar, si existen, los 6ptimos locales de f(X,y).

b) ¢Existen 6ptimos globales de f(X,y)?. Razonar la respuesta.

Dada la funcion f(x,y,z) = -x% -5x - y2 +2yz + 6y - 47°% -47-14:
a) Determinar, si existen, los extremos locales de f(X, vy, 2).

b) ¢Existe maximo global y minimo global de f(x, y, z)?. Razonar la respuesta.
Dada la funcion f(x,y) = x3 + y3 —-3x-12y + 20
a) Estudiar la existencia de 6ptimos locales de f(X, y) en su dominio de definicion.

b) Analizar la existencia de Optimos globales de f(x,y) en el conjunto

S={(x,y)e Rz‘x>0,y>0}.

Sea f(X,y) = x4 + x? +y2+xy+x+2y.

a) Determinar los 6ptimos locales de f en su dominio de definicion.
b) ¢Son globales los 6ptimos del apartado a)?

Sabiendo que la oferta de un bien en funcién de su precio p es:

P>
S(p) = 20
2p-15 si 10<p<30

si 0<p<10

a) Determine el dominio de la funcion de oferta.
b) ¢Cual es la oferta si el precio es de 5 unidades monetarias?
c) A la vista de la representacion grafica de la funcion, ¢cual es la maxima y la

minima oferta?. ;Para qué precios se producen?
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23.- El coste total de producir g unidades de un bien es C(q)=q2—3 q+1+4 y cada

unidad se vende a 47’7 unidades monetarias. Compruebe que el beneficio maximo se

obtiene para una produccion de 24 unidades.

24.- Un librero puede obtener un cierto libro del editor a un coste de 3 euros. Si el precio
de venta es de 15 euros, tiene una demanda de 200 libros y, por cada reduccién de 0’5
euros en el precio de venta, la demanda aumentard en 10 libros. ¢{A qué precio debe de

vender los libros para elevar al maximo su beneficio?

25.- Dadas las funciones de ingreso y coste total de una empresa:

|(x):—Ex2+§x+500 2<x<5
4 108
C(x)=%x+1 2<x<5

siendo x la produccion de la empresa en miles de unidades, determinese la produccion para

obtener el maximo beneficio.

26.- Un agricultor utiliza trabajo y fertilizantes como Unicos factores para cultivar un
campo, siendo X e y los costes de estos factores, respectivamente. Si el beneficio por

unidad de superficie viene dado por la funcion B(x,y):20x+26y+4xy—4x2 —3y2,

encontrar los valores de x e y que maximizan el beneficio.

27.- Una compaiiia fabrica un producto en dos factorias. El coste de produccion de x

unidades en la primera factoria es c :%x2+40x+5000 y el coste de produccién de y

1

. . 1 .
unidades en la segunda factoria es c, = Zyz +20y +1375. Si el producto se vende a 150

euros la unidad, hallar la cantidad que debe producirse en cada factoria para maximizar el
beneficio.

28.- Una empresa produce dos bienes con una funcién de coste

C(ql,qz) = gqlz +30,0, +2q22 +34. Sabiendo que puede vender estos bienes al mercado a

unos precios p,=42y p,=51, calcular los niveles de produccién que proporcionan a la
empresa el maximo beneficio.

29.- La funcién de coste total de un monopolista que produce dos bienes viene dada por
1 i .
C(ql,qz):gq12—10q2+90, donde g, Y q, representan las cantidades producidas de

dichos bienes. Supongamos que las demandas a las que se enfrenta la empresa son
o, :680—5p1—3p2 y a, :430—3p1—2p2 donde P, Y P, son los precios de cada uno de
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los bienes. Calcular los niveles de produccién que proporcionan al empresario el maximo
beneficio.

30.- Determinar el nivel de produccién de un bien q y el nivel de empleo de factores x.,
X, con los que una empresa maximiza sus beneficios siendo q(xl,xz):lnxl+lnx2 la

funcion de produccion, C(x;,X,)=3x; +2x,+5 la funcion de costes y p = 15 el precio

unitario de venta del producto.
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1.-

4.-

Sea f(x,y) =e* +eY, se pide:

a) ¢Existe algun punto 6ptimo de f?.

b) Si se considera la funcién f sujeta a la restriccion x+y =2, ¢existe algun punto
Optimo?.

Sea f(X,y) = x2 + y2:

a) ¢Existe algun punto 6ptimo de f2.

b) Escribir una restriccién de forma que los puntos obtenidos en a) no sean solucién
del problema restringido.

c) Si se considera la funcion f sujeta a la restriccion x+y =1, ¢existe alglun punto
6ptimo?.
Sea la funcién f(x,y,z) = x2 + y2 +bXxy+az, siendo ay b parametros reales.

a) Estudiar para que valores de los parametros a y b, el punto (1, 1, 1) es maximo,
minimo o no es extremo.

b) Obtener una relacion entre los parametros a y b que sea una condicidbn necesaria
para que el punto (1, 1, 1) sea un Optimo local de f sujeta a la restriccion
x2 + y2 +2%2=3.

Comprobar que el punto (1, 0, O) es solucién del problema:

Minimizar f(x,y,z)=X+Yy + x2 +y? + z°
2,2 _
s.a: X“+y= =1
x=1

Comprobar que el punto (1, O, O) no verifica las condiciones necesarias de primer orden de
Lagrange. ¢Cual es la razén de esta aparente contradiccion?.

5.-

6.-

Dado el programa

Optimizar f(x,y) = x2
s.a: x* + 2x2y2 + y2 = 4x?
a) Escribir las condiciones de Lagrange del problema.

b) ¢Debe el punto (0,0) satisfacer las condiciones de Lagrange para ser 6ptimo?

c) Calcular los candidatos a puntos 6ptimos.

d) Sabiendo que el conjunto factible es compacto (cerrado y acotado) determina los
maximos y minimos globales.

Calcular los extremos locales de la funcion f(x,y) = x2+y2 sujeta a la restriccion

y+x2:1.

11
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7.- Calcular los extremos locales de la funcién f(X,y,z)=Xx+Yy+ 2z sobre el elipsoide
x2 +2y2 +52% =1.

8.- Calcular los extremos locales de la funciéon f(X,y,z)=xyz sujeta a la restriccién
X+y+z=1.

9.- Calcular los extremos locales de la funcién f(x,y,z,t) = x2 +y2 +2z% +t° sujeta a las
restricciones: 2x+3y =6, 4y-z=1,y+z+t=15.

10.- Determinar los 6ptimos locales de las siguientes funciones sujetas a las restricciones
que se indican:

a) f(x,y,z)=x2+y2+322 b) f(X,y,z2)=2x+y -2
sa: x+y+z2=4 s.a: x2+y?>-z=0

©) f(x,y,z):xz—y+22 d) f(x,y,z)=x2+y2+z2
s.a: x2+y2+422:8 s.a: {x+y+z:14

2x-y =0

e) f(x,y,z)=—x2+2y+z ) f(x,y)=x+y
s.a: {;(y++2)z:cz):0 s.a: x2+y?=1

g) f(x,y)=2x2+4y2+2x h) f(x,y,z):(x—1)2+(y—1)2+z2
s.a: x2+y2:1 s.a: x2+y2:8

) fOy)=xy DGy =x+y?
s.a: x2+y2=1 s.a: In(xy)=1

11.- Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor area inscrito en una circunferencia de
radio r.

12.- Dado el problema de optimizacion

Optimizar 3X +4y
s.a: xZ + y2 =25
a) Determinar, si existen, los puntos criticos de la Lagrangiana del problema.

b) Clasificar los puntos criticos obtenidos en el apartado a).

c) ¢Podemos afirmar que los extremos obtenidos en el apartado b) son globales?

12
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13.- Resolver el siguiente problema de optimizacién utilizando la técnica de los
multiplicadores de Lagrange

Optimizar X+Yy
s.a: xy-1=0

14.- Sea f(X,y,z)=Xx+2y +2z:

a) Calcular, si existen, los 6ptimos locales de fen S = {x,y, Z) e RS‘ X +4z% = 5}
b) Calcular, si existen, los optimos locales de f en
T= {x,y,z) € R3‘x2 +y2 +4z° = 6].

- X . . . L. - .
15.- Sea f(x,y):y—. Estudiar la existencia de méaximos y minimos relativos

condicionados a la restriccion x — y2 =1.

16.- Dado el problema de optimizacion

Optimizar f(Xx,y,z)= x2 + y2 + 22

X+y+z=0
2X-y+2z=1

s.a:

a) Determinar, si existen, los 6ptimos locales.
b) Analizar si se trata de 6ptimos globales. Razonar la respuesta.

17.- Para el problema

Optimizar X+y-—22

s.a: x2+y2+22:6

a) Calcular los puntos criticos y clasificarlos.
b) ¢Qué se puede decir acerca de la globalidad de los extremos?
18.- Sea el problema de optimizacion
Optimizar x2y2
s.a: Xy+y=1
a) Determinar los puntos criticos de la funcion Lagrangiana del problema.
b) Clasificar los puntos obtenidos en el apartado anterior.
19.- Dado el problema

Optimizar XS -y

s.a: X +y2=1

13
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a) El conjunto factible ¢es convexo?, ¢es cerrado?, ¢es acotado? Justificarlo.
b) Hallar los puntos criticos de la funcidon Lagrangiana asociada y clasificarlos.

c) Sin necesidad de volver a resolver el problema, y si el término independiente de la
restriccion es 171 en lugar de 1, contestar razonadamente a la pregunta: ¢los valores
Optimos mejoran o empeoran?

20.- Determinar, usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, los extremos
relativos condicionados del siguiente problema de optimizacion:

Optimizar y2 + x2y -y +10

s.a: y — x% =0
21.- Dado el problema de optimizaciéon

Optimizar f(x,y)= ax®+b Xy—ax-2by-5x (a,beR)
s.a: X=y

a) Determinar las condiciones que deben cumplir los parametros a y b para que el
punto (1,1) sea un punto critico del programa.

b) Para b=1, analizar el caracter del punto (1,1).

22.- Dado el problema

Optimizar f(X,y,z)= x2 + y2
s.a: A4Xx -3y +22=6
analizar la existencia de 6ptimos globales y calcularlos en su caso.

23.- Dado el programa

Optimizar X2 + y2

s.a: y+x2:1

a) Resolverlo por el método de Lagrange.

Optimizar x2 + y2

b) Sin resolver el programa , analizar si los 6ptimos de este

s.a: Yy + x2=0,9
nuevo programa mejoran o empeoran respecto del programa del apartado anterior.

24.- Dado el programa
Optimizar Xy + z2
s.a: 2X-y+z=0

a) Calcular, si existen, los 6ptimos locales con el método de Lagrange.

b) Calcular, si existen, los 6ptimos globales.
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25.- Dado el problema:
Optimizar X — 3y
s.a: X — y3 =0
a) Utilizando el método de Lagrange calcular los candidatos a extremos locales.

b) Clasificar los puntos obtenidos en el apartado anterior.
26.- Dada la funcion f(x,y) = x% + (y - 1)?,

a) Calcular sus extremos relativos condicionados sobre el conjunto

{x,y)e Rz‘y: x2 —l].

b) ¢El punto (0,-1) es maximo global del problema anterior? (Puede ayudar la
representacion gréafica del problema).
27 .- Dado el programa

Optimizar  xIn(y)
s.a: y-yx=1

a) Calcular el valor de 4 para que (0,1, 1) sea punto critico de la funcidon Lagrangiana
del problema.

b) Determinar si el punto (0,1) es un extremo local del problema anterior.

28.- Considerando el problema

Optimizar 10x° —16xy + 10y~

s.a: x2+y2=2

a) Calcular sus puntos criticos.
b) Utilizando condiciones de segundo orden clasificar los puntos del apartado a).
c¢) Razonar sobre la globalidad de los puntos obtenidos en el apartado a).

29.- La funcién de utilidad de un consumidor es U(X,y)=(XX+2)(y+1) donde x e y

representan las cantidades de los bienes 1 y 2 consumidos en un periodo de tiempo dado.
Sea 4 u.m. el precio unitario del bien 1, 6 u.m. el precio unitario del bien 2 y 130 u.m. el
presupuesto de que dispone el consumidor que se gasta totalmente. Se pide:

a) Calcular la cantidad a consumir de cada bien si el objetivo es maximizar la
utilidad.

b) ¢Cual es la variaciéon que experimenta la utilidad méaxima ante un cambio en la
cantidad de presupuesto disponible?
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30.- La funcién de produccién de una empresa es f(X,y,z)=Xy+xz+yz, siendo X, vy, z
la cantidad, en miles de unidades, de los tres inputs que utiliza.

a) Hallar la cantidad de cada input que maximiza la produccién, sabiendo que deben
consumirse 6000 unidades entre los tres.

b) ¢Qué variacion experimentard la produccién maxima si se debe consumir 6100
unidades entre los tres inputs?

31.- Una empresa produce y comercializa dos bienes, X e Y. El beneficio de la venta de

dichos bienes esta expresado por la funcién B(X,y) = In(x—2)2 +In(y—1)3 siendo x e y el

ndmero de unidades vendidas del bien X e Y, respectivamente. Se sabe que se dispone de
240 unidades de materia prima para producir ambos factores; cada unidad de bien X
precisa 10 unidades de dicha materia prima para su fabricacion y cada unidad de bien Y 20
unidades. La materia prima ha de agotarse en su totalidad en el proceso de fabricacion. Se
pide:

a) Escribir un programa matematico con el que se pueda calcular el nimero de
unidades del bien X y del Y que se han de fabricar para que el beneficio sea maximo,
suponiendo que se vende todo lo que se produce.

b) Resolver el programa matematico planteado.

c) ¢Qué precio maximo estaria dispuesta a pagar la empresa por una unidad
adicional de materia prima? Justificar la respuesta.

32.- La poblacién productiva de una pequefia ciudad se divide en dos grupos, uno fabrica
el bien A y el otro el bien B. Ambos bienes se exportan en su totalidad, percibiendo 12.5
u.m. por unidad del bien A y 100 u.m. por unidad del bien B. Las posibilidades de

produccién anual se hallan limitadas por la funcion de transformacion 1Ox+4y2 =10000,

siendo x el numero de unidades producidas del bien A e y el nimero de unidades
producidas del bien B. Se pide:

a) Calcular el numero de unidades anuales de cada bien con las que se maximiza el
ingreso conjunto de los productores de esta ciudad.

b) Sin volver a resolver el problema, razonar co6mo variaria el ingreso maximo si se

considerara la funciéon de transformaciéon 10x + 4y2 =10001.

33.- Una empresa produce un bien a partir de dos factores productivos X e Y siendo su

funcion de produccion q(x,y):40x+60y—x2—3y2, donde x representa la cantidad de
factor X e y la de factor Y. Los precios unitarios de los factores productivos son 1y 2
unidades monetarias, respectivamente. Se pide:

a) Sabiendo que los costes de los factores productivos han de ser de 26 u.m.,
calcular la cantidad de cada factor productivo que se ha de utilizar si se quiere
maximizar la produccién. Calcular también la produccién maxima.

b) Sin volver a resolver el problema, ¢cuanto variara la produccién méaxima si el
coste de los factores productivos ha de ser de 26”1 u.m.?
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34.- Una empresa emplea dos factores A y B, en cantidades x e y, para obtener un

determinado producto. La funcidon de costes viene dada por C(X,y) = 5x2 — 8xy +5y2 +10.

Fijado el nivel de produccion en 8 unidades, la tecnologia utilizada para alcanzar dicho nivel

viene determinada por Q(X,y) = x2 + y2 .

a) ¢Qué combinacién de factores minimizara el coste de la empresa para el nivel de
produccién fijado? ¢Cual seria en este caso el coste de la empresa?

b) Si la empresa se planteara aumentar en una pequefa cantidad su nivel de
produccion, ¢disminuirian con ello los costes? Razonar la respuesta.

35.- Las preferencias de un consumidor que demanda cantidades de dos bienes estan

representadas por la funcion de utilidad: u(xl,xz) = x1/2

URY donde x, indica la cantidad del

1
bien 1y X, la cantidad del bien 2. Dicho consumidor dispone de una renta monetaria de R

euros que gasta integramente en el consumo de los bienes. Sabiendo que los precios son
P, Py
a) Determine las cantidades que demandara el consumidor de ambos bienes en

funcidn de los precios y de la renta, de manera que su utilidad sea maxima. ¢{Qué
combinacion elegira si los precios son pL=5.p,=4Yy la renta es R=1507?

b) ¢Cuanto variara la utilidad del consumidor si dispusiese de una renta igual a 151
euros?

c) Suponga ahora que las preferencias del consumidor vienen representadas por la

funcion de utilidad: u(xl,xz)zxi/2+x2. Determine la nueva combinacién de

cantidades que elegirda cuando los precios y la renta son, respectivamente, P =5,

p, =4, R=150.
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1.-

Dados los problemas lineales:

P1) Min (Max) — 2x1 + 6x2 P2) Min (Max) - X; + 2x2 P3) Min (Max) - X; + 2x2

s.a 2x1+3x2 <12 sa X -X, <4 s.a X <4
—x1+3x226 2x1—x22—3 x1+x2£5
xl,xzzo x1—2x2S4 x1—2x2£—2

a) Representar el conjunto factible, la curva de nivel cero de la funcién objetivo y la
direccién de crecimiento de la misma en el punto (0,0).

b) A partir de la representacion gréafica, determinense los vértices y analicese la
existencia de solucion.

c) Resuélvase cada problema indicando los valores extremos de la funcién objetivo y
el punto o puntos donde se alcanzan.

Para los siguientes enunciados se pide:

a) Definir las variables del problema, la funcién objetivo a optimizar y el conjunto de
soluciones factibles.

b) Representacion gréafica del conjunto de oportunidades.

c) Dicho conjunto ¢es vacio?, ¢es convexo?, ¢es cerrado?, ;/es acotado?

d) ¢Cbémo influyen los resultados anteriores en la existencia y unicidad de solucién?
e) Resuelve graficamente indicando el valor éptimo de la funcién objetivo.

E1l) Una determinada empresa fabrica dos tipos de productos P1, P2. Cada unidad
producida requiere la utilizacion de dos tipos diferentes de maquinas M1, M2. El
producto P1 requiere dos horas de la maquina M1 y una hora de la maquina M2,
mientras que el producto P2 requiere de M1 durante una hora y 30 minutos y de 15
minutos de M2. Teniendo en cuenta las maquinas disponibles de ambos tipos, se
establece que a lo largo de la semana se podran conseguir 1200 horas de trabajo en
M1 y 375 de M2. Cada unidad de P1 deja un beneficio de 600 u.m. y cada unidad de
P2 de 300 u.m. El propietario de la empresa desea conocer la cantidad de unidades
que se deben producir de cada producto en orden a maximizar la ganancia semanal.

E2) Cierto fabricante produce sillas y mesas para lo que requiere la utilizacién de dos
secciones de produccion: la seccién de montaje y la seccién de pintura. La producciéon
de una silla requiere una hora de trabajo en la seccibn de montaje y dos horas en la
seccidon de pintura. Por su parte, la fabricacibn de una mesa precisa de tres horas de
montaje y una hora de pintura. La seccién de montaje so6lo puede estar nueve horas
diarias en funcionamiento, mientras que la seccién de pintura sélo ocho horas. El
beneficio que se obtiene produciendo mesas es doble que el de sillas. ¢Cual ha de ser
la produccién diaria de mesas y sillas que maximice el beneficio?

E3) Una comparia minera produce lignito y antracita. Por el momento es capaz de
vender todo el carbdn producido, la ganancia por tonelada de lignito y antracita es de
4 y 3 u.m. respectivamente. El procesado de cada tonelada de lignito requiere de 3
horas de trabajo de la maquina de cortar carbdn y otras 4 de lavado. Por otra parte el

1
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3.-

procesado de una tonelada de antracita requiere para las mismas tareas 4 y 2 horas
respectivamente. Las horas que diariamente tiene disponibles la compafia para cada
una de esas actividades son 12 y 8 respectivamente. Ademas, se supone que al
menos se deben producir diariamente 2 toneladas de carbon. Plantear un problema de
programacion lineal con el fin de maximizar la ganancia y resolverlo.

E4) Un nutricionista asesora a un individuo que sufre una deficiencia de hierro y
vitamina B y le indica que debe de ingerir al menos 2400 mgr de hierro, 2100 mgr de
vitamina B-1 y 1500 mgr de vitamina B-2 durante cierto periodo de tiempo. Existen
dos pildoras de vitaminas disponibles, la marca A y la marca B. Cada pildora de la
marca A contiene 40 mgr de hierro, 10 mgr de vitamina B-1, 5 mgr de vitamina B-2 y
cuesta 6 céntimos. Cada pildora de la marca B contiene 10 mgr de hierro, 15 mgr de
vitamina B-1 y 15 mgr de vitamina B-2 y cuesta 8 céntimos. Plantear y resolver un
problema lineal que permita calcular la combinacién de pildoras que debe de comprar
para cubrir sus requerimientos nutricionales al menor coste.

Resolver graficamente los siguientes programas lineales y caracterizar el tipo de

solucion (Unica, multiple—segmento, multiple-semirrecta).

a) Max(Min) 2x, +3x, b) Max(Min) 3x, +2x,
X, +x, 21
1 2 -, + 2x2 <4
X; + X, <3
3x1 + 2x2 <14
s.a: —x1 + x2 <1 s.a:
X, =X, <3
—X; + X, > -1
X; > O,x2 >0
X; > O,x2 >0
Max(Mi 2 3 d) Max(Mi 1
c) ax(Min) 2x, +3x, ) Max(Min) x; —Exz
7x1—x2S5 xl_x234
s.a: xl+2x2 <4 s.a: 2xl—x2 > -3
leO —x1+2x2 > -4
Resolver utilizando el método simplex.
a) Max 2x, +3x, b) Max 3x, +2x,
X, +X, =21
1 2 X, + 2x2 <4
X, + X, <3
3xl + 2x2 <14
s.a: X, + X, <1 s.a:
X; =X, <3
—-X; + X, >-1
X 20,x, =20
x,20,x,20 1 2
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c) Max 3x, +Xx

S.a:

5.- Comprobar que

2

<
x1+2x2_5

— <
X1+X2 x3_2

7x1 + 3x2 - 5x3 <20

> > >
xl _O,x2 _O,x3 >0

Tema 4. Programacion lineal

d) Min -5x; - 6X, +6x;

los siguientes problemas

5x1 + 3x2 + Xy = 200

sa: 6x1+5x2+x4=300
3xl +5x2 + Xg =200

xizo i=1,K,5

factible no acotado en la direccién de crecimiento.

a) Max 4x, +3x,

S.a:

6.- Escribir en forma estandar y la primera tabla del algoritmo del simplex para los

3xl + 4x2 <12

siguientes problemas:

a) Max 7X, +9X%, +9X,

S.a:

€) Max x +2x, - X

S.a:

X <5

> > >
X; _O,x2 _0,x3 >0

3

<
x1+4x2+x3_5
2xl+x2—3x3:8

> >
xl_O,x2 >0

e) Min 12x, +10x, +10x,

S.a:

2x1+x +3x324

2
>
3x1+4x2+x3_2
>
xl+2x2+x3_3

> > >
xl _0,x2 _0,x3 >0

b) Méax x, +x, +Xx

1 2 3

—2x1+x2+x3:1

2x1+x222
x1—2x22—2

S.a:

> > >
xl _0,x2 _0,x3 >0

b) Min x, +x, +x

d)

1 2 3

—2x1+x2+x3=1
>
2xl+x2_2
_ >
X 2x2_ 2

S.a:
1

> > >
X _O,x2 _O,x3 >0

Min 2xl - 3x2 - X,

xl —4x2 —3x3 > -3

>
2xl+x2+4x3_1

1

> > >
xl _0,x2 _0,x3 >0

‘ 3
Min —xl—2x2+éx3

— <
x2 x3_1

—x1 + 4x2 + 4x3 >12

X +2x2+x3=8

x2 —2x3 >-1

> >
xl_O,x2 2O,x3 >0

lineales no tienen solucion O&ptima,
identificando si tal circunstancia se da por no haber soluciones factibles o ser conjunto
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7.- Para el problema de programacion lineal:

Max X+ X, + X,

2x1—3x2+x3=2

s.a: xl—x2—3x3 =5

x120,x2 20,X3 >0

La matriz formada por las columnas primera y segunda (X1, X5) ¢€s una matriz basica del

problema? En caso afirmativo, calcular la solucién factible basica y la tabla asociada a dicha
solucion. A partir de la tabla anterior, ¢qué puede decirse de la solucién o6ptima del
problema?

8.- Completar la siguiente tabla de un problema de minimizacion e interpretarla para los
diferentes valores del parametro t:

¢, | t 2 1 0
c, Xy b X, X, Xy X,
t x | 2 1 2 o -1
1 | % | 3 0 2 1 -2
Z-C

9.- El problema de programacion lineal:

Min —5x1 - 2x2 - 3x3

Xy +5x2 + 6x3 < bl

s.a: Xy —5x2 - 6x3 < b2

X 20, i=123 b;20,j=1,2

tiene como solucion 6ptima la indicada en la tabla:

Ch
C X b X X X X X
b b 1 2 3 4 5
-5 X, 30 1 p 6 1 0
0] Xg 10 0] q -12 -1 1
Z-C 0] a =27 d e
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a) Calcular las componentes del vector b = (bl, b2) que proporcionan dicha solucién,

sabiendo que la solucidén basica inicial estaba formada por las variables X, Y Xg.

b) Completar la tabla.

10.- Sea el problema
Max 2Xy +3X%, + 2x3
2x1 +2x2 + X5+ X, =6

s.a: x2+x3+x5=4
)

xiZO, i =

Sabiendo que la siguiente tabla es la correspondiente a la soluciéon factible basica
(1, 0, 4, 0, 0), completarla e interpretarla.

s
(o] X b X X X X X
b b 1 2 3 4 5
2 | x, 1 y 0 y
2 2
2 X3 4 0 1 1 1
2 2 1 1
Z-C 0 0] 1 1

11.- Considerando que b22 0 en el problema:

Max C X + 2x2 + X3

x1+2x2+a13 Xg <8
s.a: 2x1 + 4x3 < b2

>
xl,xz,xs_o

y conociendo los siguientes valores de la tabla 6ptima (x4, X, variables de holgura)

5
b
Cb Xb b X1 X2 X3 X4 X5
X, 1/2
X4 3
z-C 7 1 1

Sin aplicar el método simplex, calcula Cy b2 y completa la tabla.

a3
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12.- Un agricultor posee una parcela de 640 m? para dedicarla al cultivo de &arboles
frutales: naranjos, perales y manzanos. Se pregunta de qué forma repartira la superficie de
la parcela entre las tres variedades para conseguir el beneficio maximo sabiendo que cada
naranjo precisa 16 m?, cada peral 4 m? y cada manzano 8 m?; dispone de un total de 900
horas de trabajo/afio, precisando cada naranjo de 30 horas/afo, cada peral de 5 horas/afo
y cada manzano de 10 horas/afo. Los beneficios unitarios son de 50, 25 y 20 u.m. por
cada naranjo, peral y manzano respectivamente.

13.- Un veterinario aconseja a un granjero dedicado a la cria de pollos, una dieta minima
para la alimentacion de las aves compuesta de 3 unidades de hierro y 4 u. de vitaminas. El
granjero sabe que cada kilo de maiz proporciona 2,5 u. hierro y 1 u. de vitaminas, cada
kilo de harina de pescado 3 u. de hierro y 3 u. de vitaminas, y cada kilo de cierto pienso
sintético 1 u. de hierro y 2 u. de vitaminas. El granjero se pregunta por la composicién de
la dieta 6ptima que minimice el costo de la alimentacién, sabiendo que los precios del
maiz, harina de pescado y pienso sintético son, respectivamente de 20, 30 y 16 unidades
monetarias.

14.- Una empresa elabora dos productos, A y B, que vende a unos precios de 3 y 4
unidades monetarias, respectivamente. A la hora de elegir la cantidad producida se ha de
tener en cuenta las siguientes condiciones: 1) El mercado demanda una cantidad minima
de 300 unidades de cada producto; 2) La cantidad producida de A tiene que ser como
maximo el triple de la de B; 3) la produccién maxima del producto B es de 600 unidades.
Formular y resolver el problema de programacién lineal que permita determinar las
cantidades que se han de producir para maximizar los ingresos teniendo en cuenta las
condiciones expuestas anteriormente.

15.- Una compafiia de transportes dispone de 720 u.m. para la adquisicion de nuevos
vehiculos. Después de un estudio previo se han seleccionado dos tipos de vehiculos para su
compra. El vehiculo A tiene una capacidad de 12 Tm y alcanza una velocidad de 65 km/h,
siendo su coste 12 u.m., mientras que le vehiculo B tiene una capacidad de 22 Tm, con
una velocidad de 50 km/h y un coste de 18 u.m. El vehiculo A requiere sélo un conductor
en cada turno de trabajo y suponiendo que el vehiculo A realiza tres turnos por dia, puede
circular 18 h/dia; mientras que el vehiculo B requiere un equipo de dos hombres circulando
21 h/dia con tres turnos de trabajo por dia. La compafia dispone actualmente de 210
conductores Unicamente y no quiere aumentar su niumero. Se pide formular un problema
de programacion lineal con el fin de encontrar el nUmero vehiculos de cada tipo que deben
comprarse si lo que la compafiia desea es maximizar su capacidad de tonelaje por
kilbmetro y dia.

16.- Una empresa puede producir tres articulos diferentes usando dos materias primas, la
A y la B. Para fabricar una unidad del primer articulo necesita 200 unidades de A y 300
unidades de B; para el segundo necesita 150 de A y 240 de B; y para el tercero necesita
100 de A y 150 de B. El proveedor establece como condicién para suministrar estas
materias primas una demanda minima para A de 5600 unidades y para B de 8700
unidades. Sabiendo que el coste unitario para producir el primer articulo es 90 unidades
monetarias (u.m.), el del segundo 80 u.m y el del tercero 50 u.m., se trata de calcular que
cantidades de estos tres articulos deben producirse para minimizar el coste total.
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a) Plantear el correspondiente problema de programacion lineal.

b) Presentar la primera tabla del simplex correspondiente a dicho problema.

c) Plantear el problema dual y resolver por el simplex dicho problema dual.

d) Sobre la base de la soluciéon del dual, obtener la solucién del problema original.

e) Ofrecer la interpretacion econ6mica tanto de la solucién del problema primal,
como la del problema dual.

17.- Una empresa de materiales de construccion produce, entre otras cosas, tres tipos de
cemento gue necesitan para su elaboraciéon ser procesados a través de dos departamentos:
preparado y mezclado. Los requerimientos técnicos de una tonelada de cemento en cada
departamento asi como sus beneficios netos vienen dados en la siguiente tabla:

Tipo de Horas de Horas de Beneficio
cemento Preparado Mezclado neto
Ci 6 3 3
c2 3 4 1
C3 5 5 5

Si las horas semanales que cada departamento puede dedicar a la produccion de cemento
se han evaluado en 45 para el departamento de preparado, 30 para el de mezclado. (Se
supone que el niumero de toneladas a fabricar no tiene por qué ser un niumero entero). Se
pide:

a) Plantear el problema de programacioén lineal que determine la produccién 6ptima
de cemento, es decir, niUmero de toneladas de cada tipo de cemento para maximizar
el beneficio.

b) Calcular el beneficio maximo, indicando la combinacibn de materiales de
construccion que producen dicho beneficio maximo.

c) El departamento de marketing desea saber si resultaria rentable la produccién de
un nuevo tipo de cemento cuyo beneficio por tonelada en u.m. se ha estimado en 6 y
que necesita de 6 horas de procesado en el departamento de preparado y 5 horas en
el de mezclado por cada tonelada producida. ¢Serd rentable fabricar ese nuevo
cemento?, ¢en qué cantidad?.

d) Responder a las cuestiones planteadas en el apartado anterior cuando el beneficio
en unidades monetarias por tonelada del nuevo cemento es 5, teniendo en cuenta
ademas que si se produce el nuevo cemento, la empresa esta segura de mejorar su
imagen de cara a sus clientes.

18.- Un granjero posee 100 hectareas para cultivar trigo y alpiste. El coste de la semilla de
trigo es de 4 euros por hectarea y la semilla de alpiste tiene un coste de 6 euros por
hectarea. El coste total de la mano de obra es de 20 y 10 euros por hectarea
respectivamente. El beneficio esperado es de 110 euros por hectarea de trigo y 150 euros
por hectarea de alpiste. Si no se desea gastar mas de 480 euros en semillas ni mas de
1500 euros en mano de obra, se pide:
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a) Plantear el problema que permita maximizar los beneficios.

b) ¢Cuantas hectareas deben de dedicarse a cada uno de los cultivos para obtener un
beneficio maximo? (Utilizar el algoritmo simplex para dar la respuesta)

c) El granjero se plantea si es interesante cultivar un nuevo cereal que tiene un coste
de 5 euros por hectarea y un coste total de mano de obra por hectarea de 15 euros,
esperando un beneficio de 130 euros por hectarea. Razonar la respuesta.

d) Determinar el beneficio maximo y la produccidon con la que se obtendria si la
nueva actividad dejara un beneficio de 135 euros.

e) Determinar el beneficio maximo y el plan de cultivos que lo proporciona si
estuviera dispuesto a invertir 500 euros en semillas.

19.- Una empresa produce y comercializa dos articulos A y B que le proporcionan unos
beneficios unitarios de 30 y 50 u.m. respectivamente. Los articulos A y B se obtienen
mediante transformacion de los minerales P y Q, de tal forma que cada unidad de A
requiere 2 unidades de P y 3 de Q. Cada unidad de B requiere 4 unidades de P y 3 de Q.
Diariamente se dispone de 60 unidades de P y 80 de Q. Suponiendo que se vende toda la
produccién, se pide:

a) Plantear el problema para maximizar el beneficio, su problema dual y escribir la
primera tabla del simplex del problema primal.

b) Sabiendo que (utilizando el algoritmo de maximo) la dltima tabla del simplex es:

x 1y }/ _ y
50 5 A 0 1 A A

x 7y _ y y
30 1 A 1 0 A A

2600 30 50 10 1%

3

_ 10
Z-C 0] 0 10 A

Calcular el intervalo de disponibilidad del mineral Q para el que la tabla anterior
siga siendo 6ptima.

c) ¢Cuanto estaria dispuesta a pagar la empresa por 3 unidades mas de mineral Q?
¢y por 307

d) Dar la solucion del problema dual.

e) ¢Seria interesante fabricar un nuevo producto C que consumiera 3 unidades de
mineral P y 4 de mineral Q, con un beneficio unitario de 45 u. m.? En caso afirmativo,
determina el programa 6ptimo de produccion.
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20.- Una compafia juguetera fabrica dos tipos de juguetes de madera: camiones y trenes.
Un camidén se vende por 27 unidades monetarias (u.m.) y usa materia prima por valor de
10 u.m. Ademas, la compafiia ha evaluado en 14 u.m. los costes indirectos y por mano de
obra invertidos en la fabricacion de cada camidon. Para cada tren las cantidades anteriores
son 21, 9 y 10 u.m., respectivamente. La fabricacién de los camiones y los trenes precisa
de dos tipos de mano de obra: acabado y carpinteria. Un camién necesita dos horas de
acabado y 1 hora de carpinteria. Un tren necesita una hora de acabado y otra de
carpinteria. Cada semana, la compariia puede obtener toda la materia prima que precise,
pero sélo dispondra de 100 horas de acabado y 80 de carpinteria. La demanda de trenes es
ilimitada, pero se podran vender un maximo de 40 camiones a la semana. Formular y
resolver un programa matematico que refleje esta situacion y le permita a la compafia
conocer como debe planificar la produccion semanal para maximizar el beneficio (ingresos
menos gastos).

21.- Una tienda vende rotuladores a 20 céntimos de euro y libretas a 30 céntimos de euro.
Disponemos de 150 céntimos de euro y pretendemos comprar, por lo menos, las mismas
libretas que rotuladores.

a) ¢Cual sera el numero maximo de productos que podemos comprar?

b) Determinar el intervalo de variacion del coste de las libretas para que la tabla del
apartado anterior permanezca Optima.

c) Determinar el intervalo de variaciébn del coeficiente “numero de libretas a
comprar” para que la tabla del apartado a) permanezca 6ptima.

d) Suponga que la restriccion “pretendemos comprar, por lo menos, las mismas
libretas que rotuladores” se cambia a “la diferencia entre el nimero de rotuladores y
libretas sea menor o igual a tres unidades”; en este caso, ¢cual es la nueva solucién?

22.- El director de una empresa observa que su unico vendedor nunca supera los 5
millones mensuales en ventas y por ello ha decidido contratar dos nuevos vendedores que
le ayuden. Después de un periodo de prueba el director llega a la conclusién que a cada
nuevo vendedor debera pagarle una comisién del 10% sobre las ventas que consiga y que
a uno de los nuevos vendedores le exigira unas ventas minimas mensuales de 1 millén vy,
por tal exigencia, conseguira una comision extra del 5% de las ventas. Ademas por
experiencia sabe que el vendedor inicial venderd igual o mas que los dos nuevos
vendedores juntos. Sabiendo que el vendedor inicial cobra el 30% sobre las ventas que él
mismo consiga, la direccion de la empresa desea conocer el beneficio maximo mensual que
puede obtener con los tres vendedores en el supuesto que se cumpliesen todas las
circunstancias anteriores. En tal caso, indicar la distribucion mensual de las ventas entre
los tres vendedores.

23.- Un joven dispone de 74 € para ocio cada 4 semanas, que se gasta en su totalidad.
Todo su gasto se realiza en cervezas, ir al cine o ir a cenar. El coste de una cerveza es 1€,
el de la entrada de cine 6 € y cada vez que va a cenar se gasta 10 €. Por costumbre, va al
menos una vez al cine por semana y nunca va a cenar mas de una vez en las 4 semanas.
La satisfaccion que obtiene por ir al cine es similar a la de 5 cervezas y la de ir a cenar es
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equivalente a 15 cervezas. Advertencia: notar que el dinero disponible se gasta en su
totalidad.

a) Obtener el problema de programacién lineal que permite maximizar la satisfaccion
y resolverlo por el método del simplex.

b) Hallar el problema dual del problema inicialmente planteado, y sus soluciones.

c) Ver en que rango se puede mover la satisfacciéon obtenida con cada cerveza para
que no cambien sus costumbres.

d) ¢Cuanto debe variar su disponibilidad monetaria para que deje de gastar en las
tres alternativas de ocio?

24.- Una empresa produce y comercializa dos productos P1 y P2 los cuales obtiene
mediante la utilizacion de dos talleres A y B que fabrican indistintamente los componentes
de ambos productos.

La capacidad mensual disponible del taller A es tal que, en caso de dedicarla
exclusivamente a la fabricacién de componentes de P1, se obtendrian los suficientes para
dar lugar a 50 unidades de ese producto. En el caso contrario (dedicacién exclusiva a los
componentes de P2) se podrian obtener 100 unidades de P2. Por otro lado, la capacidad
mensual del taller B es suficiente para proporcionar, como maximo, el numero de
componentes necesarios para la obtenciéon de un total de 60 unidades de producto
terminado, ya sea Unicamente P1, P2, o una combinacién de ambos.

Los precios de venta unitarios de P1 y P2 son, respectivamente de 42 y 35 u.m. siendo los
costes unitarios de los mismos de 30 y 25 u.m.

De acuerdo a lo anterior la gerencia desea conocer:

a) ¢Cual es el programa de produccion que conduciria a un resultado 6ptimo para la
gestion mensual?

b) ¢En qué condiciones la empresa estaria interesada en dedicar parte de sus talleres
para una actividad distinta de P1 y P2?

25.- Una empresa se dedica a la elaboracién de dos productos P1 y P2 que le proporcionan

beneficio de 50 u.m./m° y 60 u.m./m> respectivamente. Dicha elaboracion da lugar a dos
tipos de gases toxicos G1 y G2 que son evacuados a la atmdsfera en la proporcion indicada
en la siguiente tabla:

Emision de gas toxico en litros por m°
Tipo de gas téxico P P,
G, 24 36
62 8 12

Debido a la aparicion de nuevas normas en materia de polucion la emision diaria de G1 y
G2 no debera superar los 600 y 800 litros respectivamente.

10
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El director de produccion de la citada empresa mediante la aplicacion de un mecanismo
anti-polucién en el proceso de fabricaciéon de P1 y/o P2 puede eliminar los gases téxicos G1
y G2 en un 75% y en un 50% respectivamente, independientemente del proceso a que lo
aplique.

La direccion desea saber cual seria el programa que conduciria a obtener las cantidades de
P1 y P2 que se deben obtener diariamente con el fin de optimizar el beneficio sin incumplir
la normativa. La utilizacion del citado mecanismo en cualquiera de los procesos de

fabricacion produce una disminucion de 10 u.m. en el beneficio obtenido por m> del
producto correspondiente.

26.- Una empresa fabrica tres tipos de productos X, Y y Z cuyos procesos productivos
implican la utilizacion de tres secciones de acuerdo con los tiempos empleados en la
siguiente tabla junto con las disponibilidades mensuales de las diferentes secciones y el
coste estimado por el tiempo ocioso en cada una de ellas:

Tiempo utilizado por
cada unidad de producto
Seccioén X Y z
S, 2h 2h 2h
S, 2h - 6h
S, 4h 1h -

Disponibilidad Coste de la
Seccion maxima hora ociosa
mensual en S, en S,
S1 228 12 u.m.
S, 198 8 u.m.
Sy 279 4 u.m.

Sabiendo que los beneficios unitarios de X, Y y Z son respectivamente de 8, 9 y 13
u.m. se desea conocer el programa que conduciria a obtener el beneficio mensual
6ptimo.

11
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27.- Plantea el dual del siguiente problema, y si es posible, calcula graficamente su
solucion.

Max X; + X5+ X,

2x1+x2+4x3 =10
S. a: Xy +2x4 <8
X11 X, >0; X5 <0; X, libre
28.- Se sabe que la solucién 6ptima del problema lineal
Max X, +3X%,
X, + 4 X, < 100

Xy +2x2 <60

S. a:
<
X, + X, < 50
>
Xp, X, 2 0]
esta formada por las variables X1s Xp Xg, (x5 variable de holgura de la tercera restriccion),

( -1 2 0 )
y que B1= Al = % —}é 0 |.Se pide:
AR A
2 2

a) Plantea el problema dual del problema y su solucion.

b) Analisis de sensibilidad para b1 (primera componente del lado derecho de las

restricciones).

c) Analisis de sensibilidad para c, (coeficiente en la funcién objetivo asociado a la

variable x2).

d) Se valora la posibilidad de fabricar un nuevo producto X, de modo que el

problema resultante se escribe:

Max  x; + 3x2 +AX
x1+4x2 +4xn <100
X; +2X, +3x, <60

1
X, + X +3an50

1 2

>
Xl’XZ’Xn_O

S.a:

Sin resolver por el simplex “el nuevo problema” calcula la soluciéon 6ptima y el valor
maximo de la funcién objetivo.

12
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1.- Comprobar que la funcién yzclsenx+C2x es soluciéon de la ecuacion diferencial

2
(1-xcotgx)d—y—xd—y+y:0.
2 dx

dx

2.- a) Comprobar que la funcion y =2x+Ce* es solucion de la ecuacién diferencial

y'-y =2 - x). Hallar la solucién particular que pasa por el punto (0, 3).

b) Comprobar que la funcién y :Clex +C2e2X + X es solucion de la ecuacion diferencial

y"-3y'+2y =2x-3. Hallar la solucién particular que pasa por los puntos (0, 0) y ( 1, 0).

3.- Considerar la ecuacion diferencial x + yd—y =0.

dx

a) Resolver la ecuacién usando separacion de variables

b) Si denominamos por C a la constante de integracion, demostrar que cuando dicha
constante toma el valor -1, no hay valores reales de x e y que satisfagan la solucion.

c) Si bien C es una constante arbitraria de integracién, demostrar que solamente

para C >0 se obtiene una relaciéon implicita entre x e y.

. o ., d 1
4.- Considerar la ecuacion diferencial ay _ y3.

d x

a) Determinar la solucion general de la ecuacion dada.

b) Comprobar que la ecuacién anterior con valor inicial y(0)=0 no tiene solucion
Unica.

c) ¢Porqué este ejemplo no contradice el teorema de existencia y unicidad de

ecuaciones diferenciales con valor inicial dado?

5.- Hallar la soluciéon general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

1

2—2xy
1) y'=2x(y+3) 2) y=tt———
X
3) yxY¥ldx+xYInxdy=0 4) y'=2xe‘X2—2yx

5) (1+x2)y'—4xy+(1+ x2)2(2—x)=0 6) xj—y—y+3x3y—x4 =0
X

7) yIn@+ x)dx — dy =0 8) y'(x2+1):x2+2xy+1
1+3x2
1 x2y—y
9) —senydx+Inxcosydy =0 10)y' =——
X y+1
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11 3 2 _ 3 2 _
)@ +x)’dy —x“ydx=0 12) x°dx+(y+1)“dy =0
13) y’+5y =t3e! 14) (x3+1)y’+6x2y:xeX

6.- Hallar la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales que verifica la condiciéon
inicial dada:

<
o
N
N

1) y'==,y@®-=1 2) —-Z=x,2z(1)=0
X dx x
3) xy -4y +2x2+4=0,y(1)=1 4y y'= 293X (7,
y y =0,y y = 2y ,VLZJ—
5) @+eMyy =e”,y(0)=1 6) y=y@+x),y(0)=1
7) y':i,y(2)=2 8) (X°+1)y +4xy=x%>+2x-1,y(0)=3
y

7.- Dada la ecuacion y'=xylLnx:

a) Calcular su soluciéon general.
b) Calcular la solucién particular que verifica y(1) = 1.

8.- Resolver los siguientes problemas de valor inicial:

y-+L_Xe1/x=0 _1l+2x
a) X2 b) eY
y=e y(©)=0

9.- ¢Cuanto deben de valer los parAmetros m, n y p para que y(X) = C, +Cox+ C3e4x sea

solucion de la ecuacion diferencial y™+my"+ny'+py=07?

10.- a) Escribir una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes cuya solucion
sea y(x)=C, +C, e " +Cyxe ™.

b) Resolver la ecuacién diferencial: y"'+2y'"+y'= 3x% -18.

11.- a) Determinar una ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes

cuya solucion general sea C; e X 4 C, x e 3 4 Cs.

b) Determinar la solucion general de la ecuacion diferencial lineal completa obtenida al
considerar 27 como término independiente de la ecuacioén calculada en el apartado a).
12.- Escribir una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes cuya solucidon

eneral sea: y=C, e 33X 4+C_e2*X +C,.
g y=%4 2 3
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13.- Hallar la solucibn general de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas:

1) y”+y’+10y =0 2) y"-6y”+11y’-6y =0
3) y"-3y’'+2y =0 4) y"+4y =0

5) y’+5y’+6y =0 6) y”'-y”"-2y'=0

7) y*-ay’=0 8) y*+y”=0

9) y’-y'-12y =0 10) y”+4y” -3y’ -18y =0
11)y”"-y=0 12) y"+4y'+4y =0

13) y"-5y’+6y =0 14)y"-2y’"+2y =0

15 y”"+y=0 16) y"+3y’+2y =0

14.- Determinar, a partir del ejercicio anterior, la forma de una solucién particular de las
ecuaciones:

1) y”+y +10y =12e2%% 2) y”-6y’+11ly’ -6y =2xe" %
3) y' -3y +2y=(e X +eX)? 4) y”+4y =cos2x

5) y”+5y’ +6y = 9e%* cos X 6) y”-y”’-2y =senx

7) y®# —ay”=3x%* +5x* 8) y?+y”=3-x

9) y’-y —12y =36 x ¥ 10) y” +4y” -3y’ —-18y = 32 + e¥e*
11) y"-y=2e X —4xe X +10 cos2x 12) y” + 4y’ + 4y = 3e 2%

13) y”" -5y’ +6y =6x+1 14) y” -2y’ +2y =e*

15) y” +y = e ?Xsenx 16) y"+3y’ +2y =3x+1

15.- Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

1) y” -2y’ +y=(x?+3)e** 2) y'+y -2y=2@3x+1)e*

3) y-5y=3eX-2x+1 4) y’ -4y’ +4y=x

5 y”+3y”"+3y'+y=x-5 6) y(4+y”’—y”—y’:9x2—6x+l
7)) y'-y' =4 8) y”"+y =e*

9) y’"-4y=8sen2x -16cos2x 10) y’'—y =senx + cos2X

11) y”" -4y’ +13y = 40senx 12) y”’ -3y’ +2y = xe*
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13) y’-y=5+¢e* 14) 2y” —-10y” +12y’ =24 X

15 y”"+y”’=6x+4 16) y” +6y” + 8y’ =16X

17) y” -3y”+3y’ =y 18) y” -4y’ -11y’ -6y =5e* +6x
19) y” -2y’ -3y =4x -5+ 6 x e2X 20) y” -y =eX(x% -1)

21) y”—3y’+2y:2x2+3e2X 22) y”+y’+y:1+x+x2

23)y“ =y 24)y” -2y” -5y’ + 6y =X — x?

25)y”"-4y’+5y=x-4

16.- Para las siguientes ecuaciones diferenciales hallar la solucién verifique las condiciones
iniciales dadas:

1)
2)
3)
a)
5)
6)
7)

8)

17.- Considerar la ecuacién diferencial: y(4 + 2y

a)
b)
c)
d)

4 _ ” :__3 ”
y’(0)=0, y“(0) o5 Y ©

y” —4y” +4y’ =100, y(0)=50, y’(0) =30, y”(0) = 40.

y”-y”+y —y=100€*, y(0)=1, y'(0)=1, y"(0)=1.

y’+y=xcosx, y(0) =1, y’(0)=0.
” ’ X ’ 9
y’-4y’+3y=e” (x+1), y(0) =1, y(0)=Z-

Yy’ +9y = x2 + cos(3x), y(0O)=y’'(0)=0.

y”+y' =2senx+3, y(0)=1, y’(0)=y”(0)=0.
y(4 +y”"=24x, y0) =7, y'(0)=-2, y"(0)=0, y”(0)=21.

y”+y =x-10e*senx, y(0)=y’(0)=0, y’(0)=-6.

V4

-15y” = x + (x + 1) e* . Se pide:
Calcular la solucién general de la ecuacibn homogénea asociada.
Calcular una solucién particular de la ecuacién completa.

Calcular la solucién general de la ecuaciéon completa.

Calcular la solucion particular de la ecuacién completa que verifica: y(0)=0,

v
180

18.- Sea P el precio de un bien, D(P) = 8 — 2P la demanda y S(P) = 2 + P la oferta. El
precio P = P(t) varia con el tiempo, siendo su ritmo de crecimiento el doble del exceso de
demanda, D(P) - S(P). Si inicialmente el precio era de 5 unidades monetarias, calcular el
precio en cada instante y determinar qué ocurrira a largo plazo.
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19.- Sabiendo que el ritmo de cambio del coste, C, respecto del niumero de unidades

_ _ o _dC  3¢’°C+1 g
fabricadas, q, viene dado por la ecuacion diferencial — = _q—+- Hallar la funcién de

dq q>+2
coste C(q), sabiendo que el coste de producir 2 unidades es 10 euros.
20.- Si S representa la oferta de un cierto producto y p el precio unitario de venta, la razén
SCp+3)
P(p +3)

oferta en funcion del precio, sabiendo que si el precio es de 2 unidades monetarias la oferta
es de 20 unidades.

a la que cambia la oferta respecto al precio viene dada por la expresion . Hallar la

21.- Sea C(q) la funcion que representa el coste total de producir g unidades de un cierto
producto. La razén a la que varia el coste marginal en cualquier punto es constante y su
valor es -2. Sabiendo que cuando se produce 1 unidad el coste es de 3 unidades
monetarias y cuando se producen 2 unidades el coste es de 7 unidades monetarias, hallar
la funcion de coste total.

22.- Sea | el ingreso por la venta de q unidades de cierto producto. Sabiendo que la razén

2
. . , . . | 24-
a la que cambia el ingreso respecto al nimero de unidades vendidas es — + —q, hallar

q q
el ingreso en funcién del nimero de unidades vendidas, sabiendo que éste es de 21
unidades monetarias cuando se venden 5 unidades.

23.- La demanda D(t) y la oferta S(t) de cierto bien estan relacionadas con el precio p(t)
de dicho bien en cada instante, verificandose:

D(t) =125-0.5 p’(t)- 0.8 p”(t)
St)=75+1.5 p’(t) + 0.2 p”(t)
Calcular la trayectoria temporal del precio de equilibrio sabiendo que p(0)=45y p’(0)=35.

24.- Consideremos un modelo de mercado con expectativas de precios en el que la
demanda D(t), la oferta S(t) y el precio p(t) verifican las ecuaciones:

Dt)=16-4pt)+6p'(t) +4 p”(t)
St)=-8+8pt)—-4p'(t)+6 p”(t)

Calcular la trayectoria temporal del precio de equilibrio para p(0) =3y p’'(0)=-2.5.
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