FUNCIONES DE R™ EN R™

Nota: se entendera logx =log;gx Yy Inx =logg x

1.-

Determinar y representar graficamente el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=Vx%-16 b) f(x)= 1

x2 -1
) F0)=—— &) 00 =
X -3 1-x?
3. 4 x+1
&) fo=—2tL H foooelx3
X2 +x+1
fX=\/;+ 1 h) f(x)=In(x%-4
9) f(x) oox ) f(X) ( )
2
) f(x):lnﬂ D f)=In(x+2)+In(x -2)
X+1
9 FOGY)=3x+y D Fey) =Y
x2+2y2
m) F(x,y) = —— N oGy =L
X -y x2
0) f(x,y)=In2x -y +1) pP) f(x,y):x+\/;
Q) f(x,y)=\/1—x2+\/y2—1 N f(x,y)= 1—x2—y2
s) f(x,y):; t) f(x,y)=In(3x% +y? +4)
x2+y2—1

u) f(x,y,z)=\/1—x2 —y2 - z? v) f(x,y) =(In(x+y), \/4—x2 —yzj

Representar graficamente las curvas de nivel de las siguientes funciones:

a) f(x,y)=x+y b) f(x,y)=(x+Yy)? c) f(x,y)=x%+y?

d) fFy)=> ) f(xy)=xy ) fy)=x’,x>0
y

9 foy== h) f(y)=In@x-y+1) i) f(x,y)=";y
X



3.-

Calcular los siguientes limites:

2 —
a) Lim— 1 b)
x-12xc —x -1
2
d) Lim-—> e)
X—0 +
1+2X%
g) Lim (1 2 v h)
x—>+ooL 3XJ
( \*
i Lim kz“l K)
X—>+o0 X
2
m) Lim 3 n)

(x.¥)=(0,0) 5x? +y?

Limx—_1 c) Lim (1+ X\X
2 —_—
Lim —=— fy Lim 2X=6%
x—0 X—>+o0 3X2 -8
3+4X
X2
(2% +1)x+1 5
Lim | XE= e ) Lim =2
X—+o\ 2X + 4 X—+o0 @~ X
(5x+1) 2
Lim | X+ N Lim XY
X—>+o0\ 8X — 1 xy)»@12) 4x -y +1
2
Lim (xz +5xy -8, e* Y, In(2x +y)J
(x,y)—(0,1

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

X

_ si x<0
X -1

x3+1

a) f(x) =

si x>0

b) f(x,y) =

2x% - 3y2

> si (X,y) #(0,0)

7x% + y
0 si (X,y)=(0,0)

Calcular la primera derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=¢e>
) f(x)=£
X
e) f(x)=1+x
o)) f(x)=|nx+\/x2 +1
. 2 1
LA v

k) f(x)=Inx logx-Ina log, x

m) f(x)=32e* -2 +1 +In° x

b)

d)

h)

)

X

f(x) = —
X
fo)=e 2

f(x)=v2x -1
f(x) =% +In2
X

1+4X
f =
¢ 1-+x

3 1 1

f(x) = - -
56(2x -1) 24@x-1)° 40@2x -1)°

f(x) = x210%%



2
0) f(x)=In?x —In(Inx) p) f(x)= gx/xz P —a?ln(x +Vx2 — a?)
Q) fx)=x*@-2x37? ) F(x) = y(x +a)(x + b)(x +¢)

S) f(x):3\/x+\/; t) f(x):(2x+1)(3x+2)3\/3x+2

u) f(x):%é}/;(;; v) f(X) = In(senx)

w) f(x)= senx? xX) f(xX)= cos*x

y) f(x)= sen’x cosx®

6.- Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

X Z
x oz [ 2, 2
a) f(x.y,z)=eY +eY b) f(x,y)=In¥X Y —X
x% +y? +x
) f(xy,z)=eX VT d) foxy) =[xy +>
y
e) f(x,y)=x3+y3-3axy f) fx,y)=—Y
X+y
g) f(x,y)=In(x+yx%+y?) h) f(x,y)=xY

i) f(x,y,2) =2 Doty =—
3’X2+y2

e®(senx + acosy)

K) f(x,y)=x*sen’y N f(x,y)= —
a“+b
X . ., dy
7.- Comprobar que y = xe™ ™ verifica la ecuacion xd— =0 - x)y.
X
8.- Calcular y’ en las siguientes expresiones:
a) 2x2+5xy+y2=19 b) x2+y2:25 c) y=1+xeY
Y %
d Iny+e X =8 e) Iny+==7 ) xY=y*
y

., - o 1
9.- Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcién f(x)=— en x=1.
X

Hallar un valor aproximado de f(1'1).



10.- Calcular los siguientes limites:

f— X f—
a) Lim 2™ b) Lim 2&=605%) o) Lim& 1
x—0 X X—0 NG x—0 X
2 — f—
d) Lim sen3x e) Lim 1 COS\/; fy Lim 1 - cos(senx)
Xx—0 3X2 x—0 1 x—0 X2
2
IN(L + x2) X’ 1 In(1 + senx)
g) Lim——~=1%) h) Lim ) Lim-—= >R
x—>0  x2 x—0  x2 x—0  Senx
) . e _1 . senxtgx . 1-cos4x
j) Lim k) Lim———— N Lim———
x—0 x3 x—0 1 — cosX x—0 5x?2
2
m) Lim In(QA + x) n) Lim sen~x 0) m 4(X —In(1 + x))
x—0 1-eX x—01— CcOs2X x—0  XIn(+ x)
1 1
p) Lim xX q) Lim (cosx)X ) Lim x[In(x+1)-Inx]
x—0" x—0" X —>+oo
6
s) Lim iInx t) Lim Inx u) Lim In@ + x7)
X —+oo X X—+eo % X —>+oo X2
v) Lim (Inx3)e™*

X —>+oo

11.- Calcular Vf(x,y) cuando f(x,y) = x2y + y3.
12.- Hallar la matriz jacobiana de las siguientes funciones:
a) f(x)=In%x b) (X, %,) = (X — X,)°

c) (X %,) = (X + X5, X = X,) d) f@)=(t, et, e™

z .
13.- Calcular 3— en las funciones:
t

a) z=3x+y, con X=t2+1; y=el.

t

b) z=xy+yu+xu,con x=t; y=e " ; u=log(t).

c) z=e¥,con x=tcost; y=tsent.

14.- Calcular cdj—z(l) en la funciéon z = 3x? +2Xy — y2 ,con x=u®+3u; y = 2u° -u.
u



15.- Calcular a_u Yy a_u en la funcibn u=z senx, con x=3r2 +2s; y=4r —233,
ar 0s X
z=2r%-3s°.
Jz 0z -
16.- Calcular a— a— y evaluarlas en el punto (X, y) = (0, 1), en los siguientes casos:
X oy

a) z=u+v,conu=x+eY;v=Ilog(y)+e*.

2

senu
Z =

b) ,conu=s—-t;v=s+x; sS=y“—-x; t=eY.

\"

17.- Demostrar que xg—z+yg—z =2,si z= In(x2 + Xy +y2).
X y

18.- Demostrar que X8_2+y8_z= Xy+2z,si z= xy+xey/x.
X ay

19.- Demostrar que se verifica

0z 0z
O =y =6 Y) + Xy — (X,Y) = xyzZ,
oX oy
( >7 )
2
siendo z=eYF {y e/ 2y J y F una funcién real de variable real derivable.

20.- Sea f(x,y)= g(x2 +y2), siendo g:R — R una funcién derivable en cualquier punto

de la recta real. Si g’(5) = 3, calcular Vf(1,2).

21.- Determinar la diferencial de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

%2
a) y=Inx,en2 b) y=—,en0
eX
2 2 ( )
c) z= x2+y2 ,en (1,D d) u:ny+§J ,en (1,1,1).
y
2X L
e) z= In—2, en (1,e) ) f(x,y)= x%eX , en (x,y)con x 0

y

K) z=@E*" +y, xy?), en (0,0)



22.- Sea f(x):g/;, utilizando el concepto de diferencial, estudiar la variacibn que

experimenta la funcion al pasar de x=27 a x=26'9.

23.- Calcular la derivada direccional de las siguientes funciones en la direcciéon y en el

punto indicados:

(1 -3

a) f(x,y)=3—2x2 +y , en la direccién de v = LZ J y en el punto P=(1,2)

b) f(x,y)= X2 + y +1, en la direccién L Jy en el punto (0,0)

Tf

(2

c) f(x,y)= Iog(x2 + y3), en la direccion de v = L J y en el punto P =(1,3)

=

( )
d) f(x,y,z)=xsen(yz), en la direccion L 12 1 J y en el punto (1,3,0)

N

ﬁ\

)
e) f(x,y,z)=xseny+ycosz+zsenx, en la direccion L? 0, £J y en el punto
(0,0,0)

1)
—Jy en el punto

2 2 2,2 : o (
) f(x,y,z) =(X° +yze, sen(x“ +y“)), en la direccion L
3

Wrr,1)
24.- Sea f(x,y) una funcion diferenciable en el punto (1,2). Sabiendo que f (1,2)=5 y

(1 1) (1
5l IJ

25.- Dado el campo vectorial f(x,y) = (xy, x2, y2), se pide:

-
-

fW(1,2) =6 con v = calcular Vf(1,2).

a) Estudiar su diferenciabilidad en el punto (-1,2).
b) En el caso de ser diferenciable, calcular su diferencial en dicho punto.

(1 1)
c) Hallar fv' en el punto (-1,2) siendo v = L\/_ \/_J

26.- Calculary” en y =In(Xx + V4 + x2).

2 2 2 2
27.- Dada f(x,y) = X e?Y™* | calcular a—f a—f of o , ot Yy ot .
X Ay gx2 ay2 oxady =~ dyox




28.- Calcular la matriz hessiana de las siguientes funciones:
a) f(x,y):x4+y4+4xy—2x2—2y2.
b) f(x,y):x2+y2+xy—4lnx—10Iny, X,y >0.
c) f(x,y):9x2+y2+6xy+12x+4y.
d) f(x,y)=x3+y3—9xy+27.

e) f(x,y,z2)= x2 +y2 + 22

- Xy+X-2z2.
) f(X,y,z)=xyz.

29.- Si F y G son funciones reales de una variable real con derivadas de segundo orden

(y)  (y)
continuas, demostrar que la funcién z = x F LXJ + GLX) , satisface la siguiente ecuacion:
X X
9’z 9%z 9’z
X2 = (X Y) +2xy = (%,Y) +y* —(x,y) = 0.
X oxady oy

30.- Sabiendo que f y g son funciones reales de una variable real con derivadas de

segundo ordeny z = f(x2 + y2) + g(x2 + y2) , calcular:

1 9%z 1 9z 1 oz 1 oz
—Z—Z(X,y)——Z—Z(X,Y)——3—(X,Y)+—3—(X,y)-
X“ 0 y< 9y x3 ox y3 oy
2 2 . . 9%z 9z
31.- Comprobar que z =log(x“ + y“) satisface la ecuacion —St—5= 0.
oX oy

32.- Si f es una funcién real de variable real con derivada segunda, comprobar que la

funcion z = x f(x+y)+y f(x +y) satisface la ecuacion:

0%z 2822 0%z

—+ =
X2 oXxay ayz

33.- Sean f,g:R — R funciones reales de variable real y h(x,y) =f(y - g(x)). Suponiendo

7N ).

que existen f” y g” en todo R, calcular &(x,y), —
2 &yz

X

34.- Calcular el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 de las siguientes funciones en un

entorno del punto que se indica:

a) f(X)=In(L+x), x=0 b) f(x)=e*X, x=0



Q) f(X)=—2", x=0 d) f()=—>t . x=0
1+Xx (L + x)?
e) f(xX)=+v1+x, x=0 f) f(x)=senx, x=0
2
g) f(x)=cosx, x =0 h) feo=2X"3 x-0
(x -1)?
) F00 =In(x-2x2), x =+ i) f(x):ln(l-”(}, =0
3 1-x
K) f(x):ln(x+\/1+x2j, x =1 D f(x)=36+x, x=2
m) f(x)=@0+x)e >, x=0 n) f(x)=@+eX)3, x:%
0) f(x)=sen22x, x=0 p) f(x)=|n(2x)—$, X =2
Q) f(x)=eX*Inl-x), x=0 r) f(x)=|n(9—x2), Xx=0
2
s) f(x.y)=e>¥, (x,y)=(0,0) DfY) = ——2—, (xy)=@1
x2+y2

wf(x,y,z)=x+yz+eY, (x,y,2) =(,0,1)

35.- Dada la funcion f(x,y) =x +y Iny, se considera la ecuacion f(x,y) =2e. Se pide:

a) Demostrar que la anterior ecuacion define a y como funcion implicita de x en un

entorno del punto (O,ez).

b) Calcular y'(0).

36.- Dada la ecuacion e’sen(x +Yy) +eYsen(x + z) + e*sen(y + z) =0, se pide:

a) Comprobar que define a z como funcién implicita de x y de y en un entorno del

punto (x,0,7).

b) Calcular a—Z(7r,0) Yy a—Z(IZ',O).
oX ay

37.- Probar que la ecuacion x2y+ xy2 =16 define a y como funcién implicita de x en un

entorno del punto (2,2). (Qué podemos decir del crecimiento de la funcién y(x) en un

entorno de x=27?



3ax

38.- Considerar la ecuacion 3ax? —In(yz) —-—— =0. ¢(Para qué valores del parametro «
yz

podemos asegurar que la ecuacién anterior define implicitamente la funcién x = x(y,z) en

un entorno del punto (1,1,1)?

39.- Dada la ecuacion z senx —y senz =0, se pide:

a) Demostrar que define a z como funcién implicita de (X,y) en un entorno de

(z 7z x)

2’2’2)'
. (7 x)

b) Hallar el polinomio de Taylor de grado 1 en un entorno del punto LEEJ de la

funcion definida en el apartado a).

40.- Sea h:R? > R dada por h(x,y) = sen(x2 +¥Y)+ XY+ a2y.

a) ¢Para qué valores de a la ecuacién h(x, y) =0 define a y como funcién implicita
de x, y = ¢(X), en un entorno del punto (0, 0)?

b) Calcular ¢’ (0).

c) ¢Define la misma ecuacién en un entorno del (0,0) a x como funcién implicita de
y para algun valor de a?

d) Sea F(x,t)=@E*t+x%-1,e?™ +tcosx-1), con ¢(x) la funcién implicita

anterior. Probar que JF(0,0) es una matriz regular.

Py x2—y2 2 2y _ A -
41.- Dada la ecuacion e +a(X“+y“)=1+«a, se pide:

-, 2_ 2 -
a) ¢Para qué valores de a <R la ecuacion e* 7Y +0{(x2 +y2)=1+a define una

(

L. .. 1 1
funcién implicita y = y(x) en un entorno del punto L——J ?
V2'V2
; dy( 1 \
b) Para los valores de a € R, hallados en el apartado anterior, calcular —L—J )

dx\/g

42.- Sea f :R® 5 R dada por f(X,y,z)=ayz —yln(1+ 22)+zcos(x+2y)+1, ae R.

a) Probar que f(Xx, y, z) = 0 define a z como funcién implicita de x e y en un entorno

de (7, 0, 1) para cualquier valor de «.

b) Calcular o para que E(7z, 0)=0= E(7r, 0).
X ay



43.- Dada la ecuacion xy2 - yx2 + zzcos(xz) =1:
a) Probar que define a z(x,y) como funcién implicita en un entorno del punto
©N2,1).
b) Hallar el plano tangente a z(x,y) en el punto (O,\/E).

c) Hallar la derivada direccional de z(x,y) en (0,\/5) respecto de la direccidon

(1 1)
v=|—,—].
22
| _ 3 3,2 .
44 .- Sea F:R” - R dada por F(X,y,z,t)=x"z+y t°-1:
a) Probar que la ecuaciéon F(Xx,y, z,t) =0 define a la variable t como funcién de las

variables (X, y, z) en un entorno del punto (O, 1, O, 1).

b) Sit=¢(X,Y,z) es lafuncién del apartado anterior, calcular V¢(0, 1, 0).

45.- Estudiar si son homogéneas las siguientes funciones indicando el grado de

homogeneidad:

\/x4+y4 4 2,2 4
a) f(x,y)zT b) f(x,y)=3x"+4x°y“ +5y
2,2
X 2X
) FoY)=—— d) FoY)=—
x> +y XS +y
e) f(x,y):(x2+y2)"1/3 f) f(x,y)=x2+3xy2—15x—12y
g) f(x.y)=00xY3yV3 h) f(x.y)=x3yP
(.3 2 3)°
. X7y + X°yz —4xz . 1
i) f(x,y,z)=| 2L TXY D f(x.y,z2)=—InY
X -2y x2 z
6, 4,2 5
k) f(x,y,z):3\/x2—y2+\/x+z )} f(x,y,z):5\>/x Y x3+yz
2z
m) f(x,y,z):lnx_zy n) f(x,y,z)=e>" +Ixz
y +3z
[
o) f(x,y,z)=elY? p) f(x,y,2)=xInY + 2yz +7

z
46.- Para las funciones del ejercicio anterior, calcular las derivadas parciales. Comprobar

el resultado del teorema de Euler.

10



47 .- Dada f(x,y):x4y2ey/x, comprobar que xs—f+y§—f:6f. ¢Qué se deduce de la
X Yy

anterior igualdad?

48.- Sea f una funciéon homogénea de grado m, tal que f(-1,1) =1y f(-2,2) =1. Calcular

m.

49.- Sea f una funcién diferenciable y homogénea de grado 2 con g—f(3,2)=3
X
of
8—(3,2) =4 . Calcular f(3,2).
y

50.- De la funcion f(x,y,z) se sabe que es diferenciable, homogénea de grado 3 y que
las componentes de su vector gradiente en el punto (1,2,3) son (5,2,2). ¢(Cual es el valor

de la funcién en el punto (1,2,3)?

(y z)
51.- Sea z=1z(X,y) que verifica la ecuaciéon FLX,EJ:O, siendo F una funcién con
X X

derivadas de primer orden, la segunda de ellas no nula. Se pide:
a) Demostrar que z = z(X,y) es homogénea de grado 1.

. 0z . . .
b) ¢Es homogénea a—? En caso afirmativo, ¢de qué grado? Razona la respuesta.
X

52.- Sea f(x,y) homogénea de grado 1 con derivadas de segundo orden. Probar que:

1% 1 9*f 1 ¥

y2 axz Xy axay X2 ayz .

2,,2

53.- Sea f(x,y) = Xy . Demostrar que:
x? +y?
2 2 2,2 2
x28f+y28f:2 X<y _2Xyaf _
x> 8y2 N +y2 axady

2 2 2

tgx +y“+z
54.- Dada la funcion f(x,y,z)=e Xy

a) Comprobar que es homogénea de grado O.

of of of
b) Calcular x —(X,y,2)+y—(X,VY,2)+z—(X,VY,2).
) &X(y)y&y(y)&z(y)

11



55.- Sean f,g:R3—>R funciones diferenciables y homogéneas de grados 4 y 1,

respectivamente. Probar que si h(x,y,z)=f(x,y,2).g(X,y,z), se verifica:

Jh Jh h
X—(X,¥,2)+y—(X,y,2)+z—(X,Y,2)=5h(X,y, 2).
8X(y)yay(y)az(y) (X,y,2)

56.- Sea f(x,y) diferenciable tal que E?—f(l,l):l, g—f(l,l):l, fQn=2, g—f(l,Z):l,
X Yy X

E?—f(l,Z) =1, f(1,2) =5. Decir si f es homogénea y en caso afirmativo de qué grado.
y

2 2
57.- Sea f(x,y)=e* ™Y . Se pide:
a) Calcular las curvas de nivel de f(X, y) y representarlas graficamente.

b) Calcular Vf(2,1).

c¢) Calcular la derivada direccional de f en el punto (2,1) segun la direcciéon
(1 1)
Wz %)

X =2 +Int?

t3

y=e

d) Teniendo en cuenta , calcular %(1).

58.- Sea la funcion f(x,y) =In(1+ N +2y2). Se pide:
a) Calcular el dominio de f.
b) Calcular el vector gradiente de f en (X,y).
c) ¢Es la funcion f diferenciable?

d) Calcular la derivada direccional de la funcion f respecto de la direccion

( 1 1} en el punto (1,1)
N-R -

e) ¢Verifica la funcién f las condiciones del Teorema de Schwarz?

f) Utilizando el resultado del apartado anterior, calcular la matriz Hessiana de f en

(X, y).

12



59.-

60.-

61.-

Sea la funciéon f(x,y) = In(i2 +1j -1.
X

a) Determinar las curvas de nivel de la funcién y representarlas graficamente.

b) Calcular Vf(,2e).

(@@\
22

c) Dado el vector v :L J , calcular la derivada direccional f (1,2¢€).

d) Probar que la curva de nivel O de f define implicitamente a la variable y como

funcién de la variable x. Derivando implicitamente calcular y @) .

Yy
X + 2y

Considerar la funcién de dos variables f(x,y) =

a) Determinar su dominio y representarlo graficamente.

b) Determinar y representar las curvas de nivel de f.

c¢) Probar que no existe el limite im f(x,y).
(x,y)—(0,0)

define a la

d) Determinar los pares (a,b) e R? tales que la ecuacion f(x,y) = b
a+

variable y como funciéon de la variable x en un entorno del punto (a,b). Para cada

uno de los pares anteriores, calcular y'(a) por derivacion implicita.

Sea F(x,y,z):x22y+eXZ —22y+4y:

a) Sin calcular las derivadas parciales, razona si la siguiente igualdad es cierta:
xE 0y, +y E(xy. )+ 22 (xy, 2) = 4F(x.Y.2).
oX oy 0z

b) Calcular VF(0,2,1).
c¢) Calcular la derivada direccional de F(X,y,z) respecto de la direccidon

(1 -1 -1)
Li —1 —1J en el punto (0,2,1).
NERRVERRVE!
d) Demuestra que la ecuacion F(X,y,z) =7 define a x como funcién implicita de y, z
(x = f(y, 2)) en un entorno del punto (0,2,1).

e) Calcular Vi(2,1).

en el

\\
-
&
N———

f) Calcular la derivada direccional de f(y,z) respecto de la direccién L

punto (2,1).

13



62.- Sabiendo que la oferta de un bien en funcién de su precio p es:

p2

S(P)=7 20
2p-15 si 10<p<30

si 0<p<10

a) Determine el dominio de la funcion de oferta.

b) ¢Cual es la oferta si el precio es de 5 unidades monetarias?
63.- La demanda de un bien en funcidon de su precio viene dada por una funcion de la
forma D(p) = ap2 — b . Determinar los valores de a y de b sabiendo que D(8) = 1 y que
lim D(p)=5.
p—0
64.- El coste total de producir q unidades de un articulo es C(q) = 4q3 - 6q2 +18qg+12.

a) Calcule el coste de producir 1 unidad.

b) Si se producen 20 unidades, ¢(Cual es el coste medio de producir cada una de
ellas?

c) Escriba la funcion de coste medio.

d) Escriba la funciéon de coste marginal.
65.- El beneficio, B(p), que obtiene una empresa conocido el precio de venta del
producto, p 6[2,6], viene dado por dos segmentos rectilineos cuyas pendientes son en
ambos casos 0’2. Ademas se sabe que B(3) = 50 y que al ir aumentando el precio y pasar

de 4 unidades monetarias se pierde una subvencion que hace bajar el beneficio en 10

unidades. Escriba y represente esta funciéon de beneficio.

66.- La funcion de costes segun el nimero de horas trabajadas, X, es de la forma

ax’ +b  si xe[0,100]

C(x) =
cv/x si x € (100,200]

. Determine a, b, ¢ sabiendo que C(xX) es continua,

que la pendiente de la recta tangente en x = 50 es 8 y que 121 horas trabajadas suponen

un coste igual a 990.

67.- La funcién de produccion de un bien es Q(K,L) = 83 KL , donde Q es la cantidad de

produccién, Ky L la cantidad de inputs capital y trabajo respectivamente.

Demostrar que la productividad del trabajo es una funcién de la ratio capital-trabajo (sélo

depende de la proporcion entre el capital y el trabajo).
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68.- Sea la funcién de produccién de una empresa Q(K,L) = 2K2L>, donde K es el capital,

L el trabajo y Q la produccion obtenida.
a) Suponiendo que se estan utilizando 9 unidades de capital y 32 de trabajo, ¢qué
input se debera aumentar para generar un mayor incremento de la produccion,
suponiendo que el otro se mantiene constante?
b) Suponiendo que se estan utilizando 9 unidades de capital y 32 de trabajo, ¢cual
seria aproximadamente la variacién de la produccién si se incrementa en 2 unidades

el capital y en 1 el trabajo?

c) Sin realizar las derivadas, calcular la expresion KZ—:S(K,L) + LE;—(E(K,L).

69.- Una empresa produce dos productos en cantidades g, Y a, respectivamente, siendo

sus ingresos I(ql,qz) = 0,0, - Cada uno de los productos tiene una funcién de produccion

que depende del capital K y del trabajo L que vienen dadas por:
q,(K,L) =3K +2L, q, (K, L) = 6VK2L
al ol - . .
a) Calcular a—K(K,L),i(K,L) cuando se utilizan 4 unidades de capital y 9 de

trabajo.

b) ¢Son homogéneas las funciones de produccién?, ;de qué grado?

c) Sin hacer las derivadas, calcular K§—}I<(K,L) + L%(K,L).

15



INTEGRALES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

3) [
2
t

6)j(

9) j'”—tdt

12)j—2dx
2 _4x +13

15) _[3\/coszx senx dx

2X
18) [ © ! ix
e* -1

21)jx—_3dx
2 _6x+3

24)]\/_

dx

3)[

1x2 41

e? 1
©) -[e xlnxdx

Resolver los siguientes problemas de aplicacion del célculo integral al calculo de

1.- Calcular las siguientes integrales indefinidas:
1 2 dz
) I1+2y ) I 22 - 5)°
4) [G- ox + Ux3 +8eX) dx 5) j
1+t2
7) j +—+8L\dx 8) I x+5\9dx
L x3 \/xsj L J
t At _ 2
10) J‘S 3 dt 11) IMC{
Jx
13) | xrDx-1) 4 14) [tg(x) dx
X
16) [ —*— dx 17) jd—x
1+ x? \/;(\/;+1)
19) J‘ﬂ dx 20) j;‘i dx
X% +x+1 XS —4x +3
2
22) [xV1-x?dx 23)[ =
-1y
2.- Calcular las siguientes integrales definidas:
23 1 1 _—t+1
1) jl (x —X—2+2jdx 2) joe dt
4) j“[i—&de 5) j [X+4J dx
1 /X3
3.-
areas:

1) Calcular el area limitada por las graficas de

y=—x2+4x.

2) Calcular el area de la figura plana limitada por las pardbolas y = x

y:—x2+4x.
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3) Calcular el area de la figura plana limitada por las curvas y:xz, y =2X,

Y=7

4) Calcular el area de la figura limitada por las curvas x=0, x=2, y=2%,

y=2x—x2.

5) Calcular el area limitada por la curva y = x> -5x+6 y larecta y =2x.
6) Calcular el &rea limitada por la parabola y2 =4x ylarecta y=xX.
7) Calcular el area limitada por la parabola y2 =4x ylarectay=2x-4.

8) Calcular el &rea limitada por las parabolas x = —2y2, X = 1—3y2.

Resolver los siguientes problemas de aplicaciéon del calculo integral:

1) Para un cierto pais, la propensibn marginal al consumo esta dada por

dc 3 . .
—:——— donde el consumo C es una funcidon del ingreso nacional | (en

42\/7

millones de euros). Determinar la funcién de consumo para el pais si se sabe que el
consumo es de 1 millon de euros cuando 1=12.
2) La funcién de coste marginal para el producto de un fabricante esta dada por:

dc dc _1o_ 100
dqg q+10

donde c es el coste total en euros cuando se producen g unidades.

Cuando se producen 100 unidades el coste promedio es de 50 euros la unidad. Con
aproximaciéon a la unidad de euro mas cercana, determinar el coste fijo del
fabricante.

3) El coste marginal de la fabricaciéon de un determinado producto viene dado por la

., 2 . . .
funcion CMg(x) =6 - —. Sabiendo que el coste de funcionamiento es de 84000

Jx

euros, hallar la funcion de coste total de fabricacion de dicho producto.

4) Se estima que dentro de t meses la poblacion de cierta ciudad cambiara a razén

de 4+5t2/3 personas por mes. Si la poblacién actual es de 10.000 personas, ¢cual

es la poblacién dentro de 8 meses?

5) Se estima que dentro de t afios la poblacién de cierta comunidad a la orilla de un

lago cambiara a razon de 0.6t2+0.2t+0.5 miles de personas al afio. Los

17



ambientalistas han encontrado que el nivel de contaminacién del lago aumenta a
razén de, aproximadamente, 5 unidades por 1.000 personas. ¢(En cuanto aumentara
la contaminacién del lago durante los proximos 2 afios?

6) Un fabricante manifesté que el coste marginal es 6 +1 euros por unidad cuando

se producen g unidades. El coste total (incluidos los gastos indirectos) de producir la
primera unidad es de 130 euros. ¢Cual es el coste total de producir las primeras 10

unidades?
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